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1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban egy matematikai anti-realista allaspontot vizsgalok
meg, nevezetesen az intuicionizmust. A dolgozat egyik {6 célja annak bemuta-
tasa, hogy milyen érvek szolgalnak az intuicionista logikai funktorok kizarélagos
elfogadasa mellett, és annak vizsgalata, hogy ez milyen kovetkezményekkel jar a
matematikira nézve. Az elsGsorban Brouwer és Heyting nevéhez kéthetd intuicio-
nizmus — mint ahogyan azt késébb latni fogjuk — nem teljsen egyezik meg Bishop
konstruktivizmusaval vagy Markov konstruktiv rekurziv matematikajaval, de a
legtébb érv amely a dolgozatban szerepel és az intuicionizmus elfogadésa mel-
lett szol, alkalmazhaté mas konstruktivista allaspontok védelmében is. Ebben a
bevezets fejezetben roviden ismertetem, hogy mit is jelent allitdsok egy bizonyos
osztalyaval kapcsolatban realistdnak vagy anti-realistdnak lenni. A realizmus fo-
galmanak meghatéarozasanal Michael Dummett Realizmus” cimi cikkében 3]
talalhato fogalmi keretet fogom hasznalni.

Kijelentések egy osztalyaval kapcsolatban — amely osztalyt az adott osz-
talynak nevezziik — realistdnak hivjuk az olyan szemantikai dllaspontokat, ame-
lyek szerint az adott osztaly kapcsolatban van egy olyan valosiggal, amely a
tudasunktol fiiggetleniil 1étezik, oly modon, hogy ez a valdosag igazza vagy ha-
missa teszi allitasainkat az osztalybol, fiiggetleniil attol, hogy mi ismerjiik-e vagy
egyaltalan képesek vagyunk megismerni ezeket az igazsagértékeket [3]. Azok az
allaspontok, amelyek a tudasunktol fiiggetlen igazsagértékek létezését tagadjak
az adott osztaly allitasaitol: anti-realistak. Az ,adott osztaly’-ra valo hivatkozas
egy nem elhagyhato eleme a realizmus / anti-realizmus definici6janak, ugyanis
kénnyen elképzelhetd, hogy valaki realista allitdsok egy osztélyara vonatkozoan
(példaul a matematikai allitasokkal kapcsolatban), de anti-realista egy masik
osztallyal kapcsolatban (példaul a mentéalis 4llapotokra vonatkozoan).

Dummett szerint [3] a realizmus maga utan vonja a kétértékiség (bivaliancia)
elvének elfogadéasét az adott osztalyra vonatkozban, nevezetesen, hogy minden az
adott osztalyba tartozé allitas hatarozottan igaz vagy hamis. Ebbdl kovetkezik,
hogy a kizart harmadik (tertium non datur) elvének tagadasa egy osztéallyal
kapcsolatban egyiitt jar az anti-realista allasponttal.

A matematikai allitasokkal kapcsolatos realizmust (amikor az adott osztaly a
matematikai allitasok osztalya) szokds matematikai platonizmusnak vagy mate-
matikai idealizmusnak is nevezni. Ebben a dolgozatban — mivel csak matematikai
allitasokrol lesz sz6 — a ,matematikai” jelz6t gyakran elhagyom és egyszertien csak



platonizmusnak, realizmusnak vagy idealizmusnak hivom. Az anti-realistdk sze-
rint nem létezik egy a tudasunktol fliggetleg valosag, amely igazza vagy hamissa
tenné a matematikai allitasokat és a matematikai objektumok csak az elménk
konstrukcioi. Ebbél kifolyolag az intuicionistak tagadjak a kizart harmadik el-
vének érvényességét és 1j alapokra helyezték a matematikat a nem-klasszikus
(konstruktiv) logikai konstansok bevezetésével. Természetesen, nem az intuicio-
nista logikai funktorok elfogadésa jelenti a kiilonbséget a realista és anti-realista
allaspontok kozott. Egy platonista is értékelheti, ha egy bizonyitas konstruk-
tiv — mivel az tobb informacioval szolgal a szaméra — és bevezethet jeloléseket
a konstruktiv ,létezik” vagy a konstruktiv ,yvagy” jelolésére. A f6 kiilonbség a
nem-klasszikus konstansok hasznélaténak kizarolagos elfogadasaban all, annak
elismerésében, hogy csak ezek az elfogadhat6 eszkézok a matematikaban.

Egy gyakran idézett példa nem-konstruktiv matematikai bizonyitasokra a
kovetkezd tételre adhato: bizonyitsuk be, hogy Ja,b € R\ Q : a® € Q. A Dum-
mett altal adott {igyes nem-konstruktiv bizonyitas [2] igy szol: vagy (v2)V2
racionalis, és ekkor jo valasztas az a = b = /2 vagy (\@)ﬁ irracionalis és
ekkor a = (\/5)‘/§ és b = /2 megfelels valasztas. Vegyiik észre, hogy ez a bizo-
nyitas nem adja meg szamunkra, hogy melyik a két keresett irracionalis szam.
Megjegyzem, hogy adhato konstruktiv bizonyitas is a tételre, példaul a Gelfond—
Schneider tétel felhasznalasaval [15], amely szerint ha a ¢ {0, 1}, és a algebrai,
b irracionalis algebrai, akkor a’ transzcendentélis.

2. Torténeti attekintés

Miel6tt elkezdeném megvizsgalni, hogy milyen érvek hozhatok fel a klasszi-
kus logikai konstansok elvetése mellett és ez milyen kévetkezményekkel jar a
matematikira nézve, vazlatosan (a teljesség igénye nélkiil) ismertetem a kon-
struktivizmus torténeti kialakulasat.

Talan érdemes Immanuel Kant (1724-1804) jellegzetes matematika felfoga-
saval kezdeni, mivel ez erGs hatéassal volt a kés6bbi intuicionista matematika
kialakulasara. Kant ,A tiszta ész kritikija” -ban kifejti [6], hogy a matema-
tika allitasai szintetikus' a priori természettiek (ellentétben mondjuk Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) felfogasaval, aki abszolat modon érvényes észigaz-
sdgoknak tartotta a matematika allitadsait). Kant az aritmetikira vonatkozoan
ezt a 7+ 5 = 12 példajan mutatja be. Szerinte nem az ellentmondés torvénye
alapjan kovetkezik, hogy 7 és 5 Gsszege 12 mivel a 7 és az 5 Gsszegének fogalma
semmi tobbet nem tartalmaz csak a két szdm egyetlen szamban val6 egyesitését
de nem foglalja magaban azt, hogy melyik szamot gondoljuk a ketts Gsszefogla-
lasaként. Tehat minden aritmetikai tétel szintetikus. Hasonl6an a geometria és a
matematika tobbi 4ga is szintetikus Kant szerint. A matematika bazisa szerinte
a tér és az 1d6 tiszta belsd (az érzéki tapasztalast megel6z6) szemlélete, intuici-

! Kant szintetikusnak hivja az olyan alany-allitmény szerkezeti allitasokat, amelyek-
ben az allitméany ismeretb6vits jellegi, tehat amelyekben az allitméany az alany fo-
galmaban még rejtve sincs benne [6].



6ja. A matematika szintetikus jellege abban nyilvanul meg, hogy a matematikai
tételek gondolati konstrukciok eredményei [13].

2.1. Korai konstruktivistak

A matematikai platonizmusnak sok ellenfele akadt mar a XIX. szazad folya-
méan. Talan a legismertebb koziilikk Leopold Kronecker (1823-1891) akit a kon-
struktivizmus vagy még inkabb a finitizmus el6futaranak is tekinthetiink [14].
Sokat elarul intuicionizmushoz kozel allo nézeteirsl gyakran idézett mondasa:
Die ganzen Zahlen hat der licbe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.”?
(Heinrich Weber gyaszbeszédébsl). Kronecker korvonalazott egy ,aritmetizalasi”
tervet, mely az algebra és az analizis szdmokkal valé megalapozasara vonatko-
zott. Ezt a programjat késébb Jules Molk folytatta.

Fontos allomast jelentettek a konstruktiv matematika kialakulasaban a fran-
cia pre-intuicionistak, akik a Zermelo-Fraenkel-féle halmazelméletet megalapozo
axiomarendszer kivdlasztdsi axiomdjdanak kritikdja kapcséan fejtettek ki tobbé-
kevésbé konstruktivista nézeteket. A legfontosabb alakjai ezen iranyvonalnak
[14]: Baire, Borel, Lebesgue, Lusin és Poincaré.

Julius Henri Poincaré (1854-1912) tamadta a Cantor féle halmazelméletet
(példaul az aktualis végtelen fogalmat) és a ,logicizmust”. Logikai szkepticizmu-
sat jellemzi mondésa, miszerint: ,Fqy szillogizmus nem tud semmilyen esszen-
cidlisan ujat tanitani nekink.” (1902). Amellett érvelt, hogy a matematikdban
tobbre van sziikséglink mint logikara: intuiciokra. Szigortian véve nem volt in-
tuicionista, de kritikdja a logikaval kapcsolatban (példaul a teljes indukcidval
kapcsolatban) a konstruktivizmus egyik eldjévé teszi.

Emile Borel (1871-1956) nézetei kozel alltak Kroneckeréhez, példaul gy gon-
dolta, hogy csak az effektiven (pl.: véges sok szoval) definialt objektumok létez-
nek a tudoméanyban és a konzisztencia nem elégséges a létezéshez. Megjegyzem,
hogy ezen elmélet ,liberalisabb” mint az intuicionista matematika, mivel még
megenged olyan fiiggvényeket (mint amilyen a Dirichlet fiiggvény?®) amelyeket
az intuicionista matematika — amint azt latni fogjuk — nem tekint fiiggvénynek.

2.2. Brouwer és Heyting intuicionizmusa

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) holland matematikus nevéhez
ftiz6dik az intuicionizmus els6 megfogalmazasa, aki elGszér 1907-ben Amszter-
damban a matematika megalapozasarol szolo doktori disszertaciojaban fejtette
ki anti-realista nézeteit. Brouwer szerint a matematika az elme bels§ szabad
alkotasa és fiiggetlen mindenféle nyelvtsl vagy platonikus valosagtol. Szerinte
a matematika nem fiigg a logikatol és a logika a matematika része, valamint
a matematikiat nem lehet axiomatikus modon megalapozni. (Ezen nézetei pél-
daul teljesen ellentétben allnak a logikai-pozitivistak gondolkodaséaval, pl.: Rudolf

2 Az egész szamokat Isten teremtette, minden mas emberi alkotas.
3d:R—{0,1},d(r) =0hazcQésd(z)=1haz ¢Q



Carnap (1891-1970) t6bb helyen kifejti, hogy a matematika analitikus és a lo-
gika része [1].) Brouwer elutasitotta a Hilbert féle formalizmust és a Cantor féle
halmazelméletet. A logika szamaéara csak egy megbizhatatlan eszk6z a kommuni-
kéaciora. Logikan & Arisztotelész szillogizmusait, néha Peano és Russell elméleteit
értette. A matematikai gondolkodas — Brouwer szerint — matematikai struktarak
megalkotasabol all, és a szillogizmusokhoz hasonlé logikai strukturak megjelené-
sét csak a szabaly alkalmazésa kézben végzett matematikai konstrukecioé igazolja.
A logikat alkalmazott matematikanak tekintette és empirikus tudomanynak [14].
Szerinte nem létezik meghatéarozott matematikai igazsag a gondolkodason kiviil,
és egy allitas csak akkor lesz igaz ha a szubjektum megtapasztalta az igazsagat
(amit a megfelels mentalis konstrukcio véghezvitelével tud megtenni). Hason-
loképpen, egy allitas csak akkor lesz hamis, ha a szubjektum megtapasztalta a
hamissagat (mivel felismerte, hogy egy meghatarozott logikai konstrukcié nem
lehetséges). Tehat Brouwer szerint nincsenek nem megtapasztalt (tudasunktol
fiiggetlen) igazsagok. Ezen nézetei a konstruktiv matematika megalkotasahoz
vezettek, valamint a klasszikus matematika egy jelent&s részének elutasitasahoz
[17]. Azonban Brouwer nem csak negativ moédon jarult hozzé az intuicionista ma-
tematikdhoz, nem csak azzal, hogy elutasitott néhény altala nem-megfelelének
tartott klasszikus matematikai modszert. Nevéhez fiz6dik a kivdlasztdsi soroza-
tok [choice sequence| fogalmanak kidolgozéasa. Ezen sorozatok bevezetése vezette
el Brouwert az egyenletes folytonossag tételének kimondasahoz*. Ezen tételrsl —
mint az intuicionista matematika jellegzetes tételérdl — kés6bb még lesz sz6 és —
mint latni fogjuk — a kivalasztasi sorozatokon kiviil egyéb alapelvek is sziiksége-
sek bizonyitasahoz (pl.: a folytonos valasztés elve).

Brouwer filozoéfidjara Kant és Schopenhauer volt a legnagyobb hatassal. Fi-
lozofidjanak legnagyobb eltérése Kantétol az, hogy a matematikai intuicioé bazi-
sabol elhagyta a teret (mivel el akarta keriilni a nem-euklideszi geometridkkal
valo konfrontéciot) és irasaiban kizarolag az id6 intuiciojara hivatkozik [13].

Brouwer ugyan visszautasitotta a formalizmust, de elismerte hasznossagat
altalanos intuicionista logikai elvek lefrasara. Formalis intuicionista rendszereket
tanitvanya Arend Heyting (1898-1980) dolgozott ki, példaul a formalis intuicio-
nista propozicionalis és predikdtum logikat valamint az intuicionista aritmetikat.
Késébb Glivenko, Gentzen és Gddel bizonyitottak be az intuicionista és a klasszi-
kus elméletek ekvikonzisztenciajat. Ezen eredményekrdl az intuicionista logika
leirasakor ejtiink majd szot részletesebben. Heyting — Kroneckerrel ellentétben
— az egész szamoknak sem tulajdonitott semmiféle transzcendentélis, gondolko-
dastol fliggetlen létezést. Szerinte minden matematikai objektum — még ha talan
fliggetlen is az egyedi gondolati tevékenységtsl — lényegét tekintve az emberi
gondolkodas altal meghatarozott. Azonban Brouwer és Heyting filozofiai néze-
teinek elfogadasa nem sziikséges az intuicionista matematikdhoz. Teljesen mas
(példaul nyelvfilozofiai) alapokon is érvelhetiink a konstruktiv logikai funktorok
kizarolagos elfogadésa mellett. Ezen érvekkel késébb foglalkozunk.

4 Az intuicionista matematikaban érvényes tétel, mely szerint minden f : R — R
fliggvény egyenletesen folytonos.



2.3. Finitizmus

Brouwer és Heyting matematikaja még tartalmazott absztrakt fogalmakat,
példaul: halmazokat és kivalasztasi sorozatokat. Tobb matematikus kritizalta
az absztrakt fogalmak hasznalatat a matematikaban, példaul: Kronecker, Sko-
lem és Goodstein [14]. Ezen matematikusok egy nagyon korlatozott konstruktiv
matematika bevezetését javasoltdk, amelyben csak szigortian véges matemati-
kai objektumok hasznalata megengedett (mint amilyen egy természetes szém)
és ezeken az objektumokon csak konkrét (effektiv) kombinatorikus mtveleteket
szabad értelmezni (mint amilyet példaul egy szorzotabla definial). Természetesen
a finitizmus teljesen konstruktiv, és igy része az intuicionista matematikanak.

A finitista matematika felttinik David Hilbert (1862-1943) német matemati-
kus programjaban is. Hilbert kifejtette, hogy a matematikai axiémarendszerek
konzisztenciajat véges (finit) — a végtelenség matematikai fogalmatol mentes —
eszkozokkel kell bizonyitani, és ezaltal kell a matematikat véglegesen biztos ala-
pokra helyezni. Kurt Gddel (1906-1978) osztrak logikus nemteljességi tételeit
altaldban ugy értékelik, mint amelyek meta-matematikai bizonyitasat adjak an-
nak, hogy Hilbert bizonyitaselméleti programja megvalosithatatlan [13].

A finitizmusnak egy még radikalisabb valtozata is ismert, az un. wltra fini-
tizmus. Példaul Borel tgy goldolta, hogy egy nagyon nagy véges objektum (pl.:
szam) legalabb olyan problematikus mint egy végtelen. Direkt médon megfogal-
mazott olyan kérdéseket, hogy pédaul a 100" egy véges szam-e. A XX. szdzad
masodik felében torténtek kisérletek az ,alkalmas” [feasible| szamok fogalmanak
megalkotasara, de ezen torekvések még kezdetleges allapotban vannak.

2.4. Konstruktiv rekurziv matematika

A konstruktiv rekurziv matematika f6leg Andrej Andrejevics Markov (1856—
1922) nevéhez fiiz6dik, és az algoritmusok vagy rekurziv fliggvények elméletén
nyugszik. Primitiv rekurziv fliggvényeket elgszor Godel hasznalt nem-teljességi
tételeinek bizonyitasahoz (1931). Alonzo Church (1903-1995) dolgozta ki (tel-
jesen mas alapokon) a A-kalkulust (1932), amely elmélet csak A-absztrakciot
hasznal és benne minden rekurziv fliggvény A-definialhato [14]. Téle fiiggetleniil
1937-ben Alan Mathison Turing (1912-1954) bevezette az absztrakt matematikai
gépek egy osztalyat: a Turing gépeket. A Turing gépekkel kiszamithato fiiggvé-
nyek osztalya megegyezik a Church féle A-kalkulussal kiszamithato fiiggvények
osztalyaval. Church tézise, amely azonositja a ,hatékonyan kiszamithatdsag” és a
,rekurzivan kiszamithatosag” fogalméat Church—Turing tézis néven valt ismerté.

Ezt a tézist Markov népszertisitette és fektette le konstruktiv matematikaja
alapjait: (1) a matematika objektumai kiilonboz6 abe-k f616tti szavak; (2) reali-
zalhato absztrakcidé megengedett a matematikiban, de nem megengedhetéek az
aktualis végtelent hasznélé absztrakciok. Markov a normdl algoritmusok elméle-
tén keresztiil formalizalta matematikajat. Elmélete tekinthets tigy, mint egy re-
kurziv matematika intuicionista logikai alapokon. Bizonyos értelemben azonban
Markov szigoribb mint az intuicionistak, ugyanis csak olyan kivalasztési soro-
zatokat enged meg, amelyek egy véges algoritmus (példaul egy Turing gép) altal



elére meghatarozottak [17]. Markov mas tekintetben azonban engedékenyebb az
intuicionistdknal, amire példaként a Markov-elvet [Markov’s principle] hozhat-
juk. Az elv egyszertien azt mondja ki, hogy ha lehetetlen, hogy egy bizonyos
Turing-gép orokké fut, akkor létezik egy olyan algoritmus, amely a kimenetet
elgallitja és fel kell tenniink, hogy a gép egyszer megall (terminal). Binaris soro-
zatokra ezt az elvet példaul gy mondhatjuk ki, hogy ha egy (a, € {0,1})nen
sorozatra ellentmondas, hogy minden a; tagja egyenld 0, akkor 1étezik egy olyan
tagja a sorozatnak amely egyenl$ 1-el. Az intuicionistak ezt az elvet, mint intu-
itivan nem tisztat, elutasitottak [14].

2.5. Bishop konstruktiv matematikaja

Egyik kulcseleme az intuicionista matematikanak / logikdnak, hogy tagadja a
kizart harmadik elvének érvényességét (ennek indoklasarol a 3. fejezet szol részle-
tesebben). Sokan vélték ugy, hogy ez rendkiviil korlatozotta teszi az intuicionista
matematikat, példaul Hilbert a ,,Grundlagen der Mathematik” (1928) cimd miivé-
ben igy irt: ,A kizdrt harmadik elvének kihagydsa a matematikdbol ugyanolyan,
mintha, példdul a csillagdszokat megfosztandnk a teleszkoptol vagy a boxoldkat
attol, hogy az okliket haszndljdk.”. Ezen nézetek radikalsan megvaltoztak, miu-
tan Erret Bishop (1928-1983) publikalta ,,A konstruktiv analizis megalapozasa”
(1967) cimti konyvét, melyben a modern analizis nagy részét intuicionista alapo-
kon tjra felépitette. Olyan absztrakt tételek konstruktivista valtozatat talaljuk
konyvében, mint amilyen a Stone-Weierstrass tétel, Hahn-Banach tétel, Hilbert
tér beli 6nadjungalt operatorok spektrél tétele, az absztrakt integralok Lebes-
gue féle konvergencia tétele és olyan fogalmak intuicionista megfelel6it adta meg,
mint a Haar mérték és a Fourier transzformécio [17].

Bishop elméletének egyik alapgondolata, hogy minden matematikdnak nu-
merikus jelentéssel kell rendelkeznie. Ezen nézete kozelebb all Kronecker arit-
metizalasi” programjahoz, mint Brouwer és Heyting megkozelitéséhez, amely-
ben a természetes szamok is csak az emberi elme termékei. Bishop matema-
tikdja ontologiailag neutrélis, igy az 6 rendszerét pontosabb episztemologiai-
intuictonizmusnak hivni, szemben Brouwer ontologiai-intuicionizmusaval.

2.6. Martin-Lof tipuselmélete

Per Martil-Léf elméletében a matematikai objektumok olyan konstrukciok
amelyek mindig egyiittjarnak a tipusukkal. A tipus megmutatja, hogy mit kell
tenniink ahhoz, hogy egy ilyen objektumot megkonstrualjunk. Egy tipus jol-
definialt, ha értjiik, hogy mit jelent egy adott tipushoz tartozni. Ezért, példaul az
N — N egy tipus, nem azért mert ismeriink bizonyos szamelméleti fliggvényeket,
hanem mert azt hissziik, hogy értjiik a szamelméleti fiiggvény fogalmét altalaban.

Rendszerében minden allitas reprezentalhatd gy, mint egy tipus: nevezete-
sen az allitas bizonyitasainak tipusa. Megforditva, minden tipushoz tartozik egy
allitas, az, amelyik azt mondja ki, hogy a tipus nem {iires. Martin-Lof elméle-
tében minden konstruktiv bizonyitas egy algoritmust testesit meg, s6t a bizo-
nyitas konstrukcidja maga egy ellendérzés arra, hogy az algoritmus helyes, vagyis



sz

megfelel a specifikiciojanak. Ezen tulajdonsigai a szamitastudoméany szamara
is nagyon igéretessé teszik megkozelitését [§].

3. A ,tertium non datur” elvetése

Az intuicionista matematika egyik alaptézise, hogy a klasszikus (platonista)
matematika érvénytelen kovetkeztetési formakat tartalmaz (példaul a kizart har-
madik elvét) és ezeket intuicionista (konstruktiv) modszerekkel kell helyettesi-
teni. Ebben a fejezetben megvizsgalom, hogy milyen érveket szoktak felhozni
az intuicionistdk ezen allitdsaik alatdmasztasara. ElGszor Brouwer ellenpéldai
keriilnek bemutatéasra, majd Pourciau és Dummett érveit ismertetem.

3.1. Brouwer ,,gyenge’” ellenpéldai

Brouwer egy 1908-as cikkében mutatta be els§ kritikait a kizart harmadik
elvérsl. E dolgozataban adott néhany példat olyan esetekre, amikor nincs okunk
arra, hogy a kizart harmadik elvét igaznak tartsuk. Mivel ezek a példak szigora
értelemben nem cafoljak meg a kizart harmadik elvét (tovabbiakban: KHE),
ezért szokas ezeket ,gyenge” ellenpéldaknak nevezni [17]. Vegyiink példaul egy
még mindig megoldatlan matematikai problémét, mondjuk a Goldbach sejtést®.
Ezt a sejtését Goldbach egy Eulerhez irt levelében fogalmazta meg 1742-ben,
de az azoéta eltelt évszazadokban még senkinek sem sikeriilt bebizonyitania vagy
cafolnia. Brouwer szerint mar maga a Goldbach sejtés is egy ellenpélda a KHE-
re, ugyanis a jelenben még senki sem tapasztalta meg az igazsagat (senki sem
konstruélt hozza bizonyitast az elméjében) és senki sem tapasztalta meg a céafo-
latat, ezért szigortan szélva nem allithatjuk, hogy: ,a Goldbach sejtés vagy igaz
vagy hamis”. Egy bécsi el6adasdban Brouwer — szintén a Goldbach sejtés segitsé-
gével — tovabbi ellenpéldakat konstrualt (KHE-re). A tovabbiakban legyen G(n)
igaz, ha n elall két primszam Osszegeként és hamis kiilonben. Ekkor nézziik a
kovetkez6 racionalis szamokbdl allé rekurziv (a,,) sorozatot: ag = 1 és

_ Jap—1—(1/2)"haVj <n: G(2j +2), (1)
S ha 3k < n: =G(2k + 2),

ez a sorozat jol definialt, mivel minden elemére van egy véges determinisztikus al-
goritmus amely kiszamitja azt. Tovabb4 a sorozat Cauchy-sorozat (intuicionista
értelemben is), mivel a sorozat n-nél nagyobb indext tagjai legfeljebb (1/2)™ ta-
volsagra vannak egymastol. Ebbdl kifolydlag a sorozat konvergél és egy o valds
szamot definial (a intuicionista valos szamokrol és Cauchy-sorozat intuicionista
kovetkezik, hogy csak akkor tudjuk, hogy o = 0 ha tudjuk, hogy mindig a defini-
ci6 elsé fele az érvényes, tehat ha bebizonyitottuk a Goldbach sejtést. Hasonl6an
a # 0 -at is csak akkor tudnank ha maéar cafoltuk volna a sejtést, de ezidaig

5 Mely szerint minden 2-nél nagyobb paros szam el8all két primszam Gsszegeként.



egyiket sem tette meg még senki. Ezen megéllapitasok a kovetkezd megleps ko-
vetkezményhez vezetnek: nem &llithatjuk, hogy Vz € R: 2 =0 Vz # 0 mivel
egy konkrét o szamra ezt csak akkor tudjuk ha mar bizonyitottuk, hogy o =0
vagy a # 0. Tehat el kell vetniink a kizart harmadik elvét ha a valos szamok ef-
fektiv intuicionista definiciojat fogadjuk el. Megjegyzem, hogy — az intuicionista
logikdban (amiben példaul nincs KHE) — abbol, hogy -Vx e R: 2 =0 Vz #0
természetesen nem kovetkezik, hogy 3z € R: x # 0 Az = 0 (ami ellentmondaés).

3.2. Brouwer ,,erds” ellenpéldai

Brouwer 1928-ban az ,Intuitionistische Betrachtungen iiber den Formalis-
mus” cimd mivében kozli az els6 ,erds” ellenpéldajat a KHE-re, melyben meg-
mutatja, hogy — az intuicionista valosszam-, fliggvény- és halmaz-fogalom elfoga-
déasaval — nem lehetséges szétvagni a valosszamok testét racionélis és irracionalis
szamokra [17]. Bebizonyitotta, hogy = Vz € R : (P(z)V —=P(z)), ahol P(x) akkor
igaz ha z racionalis és R az intuicionista valosszam test. Az 5. fejezetben rész-
letesen bemutatom az intuicionista valosszam fogalmat, addig is megel6legzem,
hogy egy valds szdm az intuicionista matematikidban egy raciondlis szdmokbol
allo Cauchy-sorozat (kivalasztési sorozat). A fenti allitdsnal tobb is igaz, neve-
zetesen, hogy egyéltaldn nem lehet a valdsszamok testét kettévagni ugy, hogy
A, B C R olyan nem-iires halmazok [spread|, hogy ANB =0 és AUB =R. A
bizonyitas a kovetkezs: tegyiik fel, hogy szét lehet vagni R-t nem-iires diszjunkt
halmazokra, ekkor létezik egy olyan f : R — R fiiggvény, hogy:

o= (e .

ezen fiiggvény totalis, tehat Brouwer folytonossagi tételébdl kovetkezGen (amely-
6l az 5. felyezetben lesz sz6) folytonos is. De ekkor konstansnak is kell lennie,
tehat vagy A vagy B egyenéls R-el, és a méasik halmaz iires. De feltettiik, hogy
egyik halmaz sem {ires, igy ellentmondashoz jutottunk, tehat nem lehet nem-iires
diszjunkt halmazokra kettévagni R-t (quod erat demonstrandum). Tehat, ha el-
fogadjuk az intuicionistak fogalmait, el kell vetniink a KHE-t [17]. Természete-
sen ez a nem-szétvaghatosagi [non-splittability| tétel nem érvényes a klasszikus
matematikdban, és kimondasédhoz Brouwer felhasznalta, hogy az intuicionista
matematikaban mind a valés szamok, mind a halmazok® mind a fiiggvények kii-
16nbo6z6képpen vannak definidlva, mint a klasszikus esetben. Késébbi munkéiban
Brouwer hasonlo eszkozokkel mutatta meg, hogy: =Vax € R: (-m—2x <0 — 2 < 0)
valamint, -Vz € R: (—max #0 -2 <0Vz >0).

3.3. Pourciau tudomanymetodikai érvei

Bruce Pourciau allaspontja szerint [10] egy kuhni értelemben vett tudoma-
nyos forradalom 7] elméletileg lehetséges a matematikaban. Azonban eddig még

5 Ugyan Brouwer a ,Menge” vagyis ,halmaz’ szot hasznata, de a késébbi angol nyelvi
irodalom az esetleges zavarok elkeriilésére a ,spread” kifejezést vezette be.



nem tudunk réla, hogy a matematikiban valaha lezajlott volna olyasfajta tu-
doményos forradalom, mely utan az j paradigméban a régi paradigma allitasai
inkoherensnek, nem megfelelGen alatamasztottnak vagy egyszertien hamisnak bi-
zonyultak. Pourciau véleménye szerint azonban az intuicionizmus egy ilyen tudo-
maéanyos forradalom lehetGségét hordozta magéaban, de — f6képp toérténeti okokbol
(példaul Brouwer extravagans nézetei miatt) — elbukott.

Pourciau egy maésik cikkében [11] — amit egy szindarab forméjaban irt meg
— azon az allasponton van, hogy ha néhany nagyon egyszeri (szinte 6nevidens-
nek latszo) alapelvet elfogadunk a tudomanyos vizsgalatok alapelveiként, akkor
ezekbsl mar kévetkezik a intuicionizmus. Ezen elvek a kovetkezdk:

1. Ismerniink kell egy allitas jelentését, miel6tt azt vizsgalnank, hogy igaz-e.
2. Ne épitsiink teljesen megalapozatlan feltevésekre.
3. Az egyszertitsl haladjuk a kevésbé egyszerti felé.

A matematika els6dlegességét a logikaval szemben (Brouwer szellemében)
példaul (1) és (2) tamaszja ala: mivel a logika az allitasok jelentésétdl fligget-
leniil vizsgélja igazsagértékiiket ez ellentmond (1)-nek, a kétértékiség elvének
kritika nélkiil valo elfogadéasa pedig (2)-nek — allitja Pourciau [11]. A természe-
tes szamok axiomatikus felépitése ellen a (3) feltétel alapjan lehet érvelni, mivel
a természetes szamok fogalma sokkal vilagosabb és egyszertibb, mint mondjuk a
Zermelo-Fraenkel féle axiomarendszer. Pourciau allaspontja szerint (1)-(3) elfo-
gadéasaval nem egyeztethetd Gssze a klasszikus platonista matematika.

3.4. Dummett szemantikai érve

Dummett a ,,The Philosophical Basis of Intuitionistic Logic” (1973) cim cik-
kében [4] t6bb érvet is elemez, melyek azt probaljak meg alatamasztani, hogy
a matematikdaban az intuicionista logika irja le a helyes érvelésformékat és nem
a klasszikus logika. A két legfontosabb érv amit megvizsgal egy ontologiai és
egy szemantikai érv. Az ontologial érv szerint a matematikai allitdsok nem egy
t6liink fiiggetlen valdségra, hanem csak az altalunk létrehozott targyakra vo-
natkoznak. Ez azonban még kevés — Dummett szerint — az intuicionista &allas-
pont védelméhez, hacsak nem fogadunk el bizonyos feltevéseket a feltételes modu
kondicionélisokra vonatkozdan. A mésik érv a jelentéselmélet és szemantika szét-
valasztasdnak kritikajan alapul. Szerinte egy mondat jelentése nem valaszthatd
el attol a kérdéstsl, hogy hogyan alapozhaté meg a mondat igazsaga. A mate-
matikai allitasok jelentését valamiféleképpen a bizonyitasok altal adottként kell
tekinteniink. Ezt az érvét részletesen vizsgalta meg Dag Prawitz 1977-ben [12], a
most kovetkezd rekonstrukeio is részben Prawitz gondolatmenetét koveti. Dum-
met szemantikai érvének harom legfontosabb fazisa a kovetkezg:

Dummett el@szor egy wittgensteinianus jelentéselmélet mellett érvel. Lud-
wig Wittgenstein (1889-1951) a ,Filozofiai vizsgalodasok” -ban [16] ezt irja (43.
szakasz): ,, Az esetek nagy részében — ha nem is minden esetben —, amikor a ,je-
lentés” szot hasznaljuk, a szot igy magyardzzuk: eqy sz0 jelentése — haszndlata
a nyelvben.”. T6bb érv szol ezen jelentéselméleti elv elfogadasa mellett: a leg-
altalanosabban taldn tgy tamaszthato ala, hogy a jelentésnek kozolhetének, a



kozlésnek pedig megfigyelhetének kell lennie. Egy mas érv lehetne a nyelvta-
nulds érve, mely szerint egy nyelvet megtanulni annyit tesz, mint megtanulni
egy bizonyos modon hasznalni. Természetesen, ezen dolgozat kereteibe nem fér
bele ennek az elméletnek mélyrehato vizsgalata. Annyit azonban megjegyeznék
vele kapcsolatban, hogy jelentéselméleti alapon érvelni az intuicionizmus mellett
teljesen ellentétes Brouwer (sokak &ltal szolipszisztikusnak tartott) nézeteivel,
mivel & teljesen nyelvfiiggetlen tevékenységnek tartotta a matematikat.

Masodik lépésként Dummett a platonista jelentéselmélet — mely szerint egy
F mondat jelentésének az ismerete F' igazsagfeltételeinek az ismerete [12] — ellen
érvel. Ramutat, hogy az eldonthetetlen allitasok jelentésével komoly gond van
egy platonista elméletben, ugyanis nem egészen vilagos, hogy mit kellene érteni
ilyen esetekben az igazsagfeltételek ismeretén. Dummett tgy gondolja, hogy a
matematika-tanulas soran nem az allitasok igazsagfeltételeit tanuljuk meg, ha-
nem sokkal inkabb azt, hogy mi szamit igazsaguk megalapozdsdnak. Tehét éssze-
riibbnek ttinik azt allitani, hogy a jelentés a bizonyitasok altal meghatarozott.
Azonban egy mondat hasznélatdnak a matematikdban vannak mas jellemzdi is:
nemcsak azt tanuljuk meg, hogy hogyan bizonyitsuk be az allitdsokat, hanem
azt is, hogy hogyan hasznaljuk ezen allitasokat més allitdsok bizonyitasaiban.
Amikor matematikai allitdsok hasznalatat tanuljuk meg, akkor tulajdonképpen
ebbe a két tipusba tartozo szabalyokat tanulunk meg. Tehét a jelentés hasznalat
altal valo adottsaga a matematikdban alkalmazva az jelenti, hogy az &llitdsok
jelentését” a bizonyitasok és a bizonyitasi szabalyok hatarozzék meg.

Utolso 1épésként Dummett arra hivja fel a figyelmet, hogy még ha el is fogad-
juk, hogy egy matematikai allitas jelentését a bizonyitasok illetve a bizonyitési
szabalyok hatarozzak meg, ebbdl még nem kovetkezik, hogy a klasszikus logikat
az intuicionista logikéval kell helyettesiteni. Ehhez ala kell tdmasztanunk, hogy
a szoban forgd bizonyitasok az intuicionista és nem a klasszikus bizonyitésok:
feliil kell vizsgalnunk a matematikai allitasok hasznalatat. Dummett a fenti witt-
gensteinianus jelentéselmélet harom lehetséges valtozatat vizsgalja meg, olyan
szempontbol, hogy ezen valtozatok elfogadasival mennyire lehet a hasznalat in-
tuicionista alapokon valo feliilvizsgalatat alatamasztani. Az els6 egy holisztikus
elmélet, amely szerint az egyes mondatok jelentését nem kevesebb, mint a hasz-
nalat egésze szabalyozza. Ezen allaspont szerint nem létezik a jelentésnek maés,
lényegi alapelve, igy a bizonyitasokkal adott jelentés sem egyeztethets 6ssze vele.

A maésodik vizsgalt elmélet annyiban mas mint a holisztikus, hogy kivalasztja
a mondatok azon osztalyat, melyek tartalma a nyelv fennmarado részének hasz-
nalatatol fliggetleniil adott. A t6bbi mondat jelentését az hatarozza meg, hogy
miként hasznaljuk Sket e kitiintetett osztaly vonatkozasidban. Példaul a reduk-
cionizmus — amit Quine mint az empirizmus egyik dogméajat elutasit [9] — a
tudomaéanyfilozofiaban ilyen jelentéselméleti allaspontnak tekinthets. A matema-
tikdban ilyen elmélet a Hilberti program [12]. Ezekben esetekben a hasznélat fe-
lilvizsgalatat az teszi sziikségessé, hogy a kitlintetett mondatok igazsagara kétfé-
leképpen is kovetkeztethetiink: egyrészt sajat jelentésiik alapjan igazak, masrészt

" Erdekességként jegyzem meg, hogy egy radikalis fizikalista allaspont szerint a mate-
matikai allitdsoknak nincsen jelentésiik, lasd E. Szabo Laszlo cikkét [5].
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mas mondatokbol is kovetkeztethetiink rdjuk. De mi torténik, ha konfliktusba
keriil egy mondat kétféle megalapozasa, nevezetesen azok a szabalyok melyek
alapjan a mondatot allitjuk és azok a szabélyok melyek alapjan kévetkeztethe-
tlink belGle. Ilyen esetekben az els6 fajtaju hasznalatnak van els6bbsége és éppen
ezen konfliktushelyzetek elkeriilése miatt kell lecserélniink a klasszikus logikat az
intuicionistara. A harmadik vizsgélt allaspont a molekuldris jelentéselmélet, mely
szerint egy mondat jelentése az alkotoelemeinek jelentésétsl és ezek kompozicio-
janak modjatol fiigg. Ha ezt az elméletet fogadjuk el, akkor nemcsak a kitiintetett
mondatokra, de valamennyi mondatra kiterjeszthetjiik, hogy egy allitasahoz két-
féle modon lehet eljutni (ti. kozvetleniil és kozvetve). Meg kell kovetelniink, hogy
a kétféle jelentés 6sszhangban legyen egymassal, tehat nem szabad megengedni,
hogy kozvetett eszkdzokkel olyan dolgot lehessen allitani, amit kdzvetleniil nem
lehet belatni. Ebbdl a kikotésbdl mar kovetkezik, hogy a klasszikus logikat feliil
kell vizsgalnunk és az intuicionista logikat kell elfogadnunk.

4. Intuicionista logika

Az intuicionista logika legfontosabb kiilonbsége a klasszikus logikahoz képest,
hogy benne az alternacio és az egzisztencia ,szigorubb” (nem-klasszikus) modon
van értelmezve. Példaul - A vV B csak akkor all fenn, ha - A és - B koziil
legalabb az egyik fennall, és ennek kévetkeztében az intuicionista logikdban nem
érvényes a kizart harmadik elve: F AV A (mivel ha példaul A egy egyenlére
eldontetlen allitast jelol, akkor sem F A sem + —A nem all fénn). Az alternécié
értelmezéséhez hasonléan a - Iz A(x) is csak ugy lehetséges, ha van egy olyan ¢
terminus, amellyel - A(t).

4.1. Brouwer—Heyting—Kolmogorov interpretacio

nevezett BHK (Brouwer—Heyting—Kolmogorov) interpretécié. A most bemuta-
tasra keriil interpretaciot Andrej Nyikolajevics Kolmogorov (1903-1987) adta a
logikai konstansok jelentésérdl. Ezt az interpretéciot nevezik  kvézi” szemanti-
kanak is (azért kvazi” mert az ,eljaras” és a konstrukecio” kifejezések nincsenek
pontosan definidlva benne):

e A A B bizonyitasat megadtuk, ha megadtuk A egy bizonyitasat és B egy
bizonyitasat;

e AV B bizonyitasat megadtuk, ha megadtuk A és B koziil legalabb az egyik-
nek a bizonyitasat;

e A — B bizonyitasa olyan eljaras, amelynek alapjan A tetszdéleges bizonyi-
tasabol megkaphatjuk B bizonyitasat;

e VxA(x) bizobnyitasa olyan eljaras, amelynek alapjan tetszleges ¢t objektum
konstrukcidja alapjan megkaphatd A(t) bizonyitéasa;

e JrA(z) bizonyitasa két részbol all: egy ¢ objektum konstrukciojabol és A(t)
bizonyitasabol,
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e Az ellentmondésnak | nincs bizonyitasa. —A bizonyitasa egy eljaras, amely
A egy tetszoleges (feltételezett) bizonyitasabol egy ellentmondas (példaul
0 = 1) bizonyitasat allitja eld.

4.2. Frege—Hilbert-stilusa kalkulus

Az els6rendii intuicionista predikidtum-logikara adhatunk mind természetes
levezetésre épiil6 mind Frege-Hilbert-stilusa kalkulust (amelyekrsl belathato,
hogy deduktive ekvivalensek). Most — helytakarékossaghol — csak egy Frege—
Hilbert-stilust kalkulust mutatok be, amit IQC-nek fogok nevezni. Egy eltérés
a klasszikus predikatum-kalkulus (QC) felépitéséhez képest, hogy az axidémasé-
mékban majdnem minden logikai konstans szerepel (kivéve mondjuk A < B
amely az A — B A B — A formulat réviditi) mivel a ,klasszikus” definiciok
kifejezései az intuicionista logikdban nem érvényesek. Nyilvan, nem mindegyik
séma, amit QC folépitésénél alapsémanak tekintettiink szerepel IQC séméiban:

A— (B— A)

(A= B) —{[A— (B — )|~ (A~ C)}
A — [B— (AN B)]

(AANB) — A

(ANB)— B

A—)(A\/B)

B — (AV B)
(A—-C)—={(B—-C)—[(AVB)—C]}
(A~ B) — [(A ——B) — A

A— (-A— B)

Ve A(x) — A(t)

A(t) — JzA(x)

Temészetesen, az utolsd két séma csak akkor érvényes, ha x nem szerepel t-ben.
A kovetkeztetési szabalyok koziil a szokasos modus ponens alkalmazhato:

A A— B
B

a kvantoros formuldkra vonatkozoan pedig:

A— B 3 B— A
JzA(z) — B “ B= VzA(z)
— amennyiben z-nek nincs szabad eléforduldsa B-ben. Megjegyzem, hogy nem
csak a kizart harmadik elve (A V —A) de a kettSs tagadas elve (-—A — A)
is kimaradt a sémak koziil, ennek oka pedig, hogy bel6le és az intuicionista
logikaban is érvényes ——(AV—A) formulabol a modus ponens segitségével KHE-t
le lehetne vezetni. Ha az AV—A vagy a =—A — A sémat csatoljuk IQC-hez, akkor
a klasszikus els6rend( logika — valamelyest redundans — kalkulusét kapjuk (QC).
Az intuicionista logikaban (a KHE elvetése miatt) a reductio ad absurdum tipusa
érvek csak negativ allitasokat bizonyitanak (mivel -—A — A altalaban nem
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érvényes IQC-ben). Erdemes még a kivetkezd altalanos megjegyzéseket tenni: az
intuicionista propozicionélis-logikiAban nem minden formulanak van konjunktiv
vagy diszjunktiv normalforméja valamint az intuicionista predikatum-logikdban
nem minden formulédhoz van vele ekvivalens prenex formula [17].

4.3. A Kklasszikus logika forditasa intuicionistara

Egy alapvet6 eredmény az intuicionista logikaval kapcsolatban, hogy a klasszi-
kus és intuicionista (propozicionalis- és predikdtum-) logika ekvikonzisztens. A
propozicionalis logikéara ezt Glivenko bizonyitotta be el6szor 1929-ben. A klasszi-
kus propozicionalis-kalkulust jel6ljik PC-vel mig az intuicionista megfelel§jét
IPC-vel (amit IQC-bsl tgy kaphatunk, hogy elhagyjuk az utolso két axidomasé-
méat és a formulak csak propozicidkat és A, V, —, — jeleket tartalmazhatnak).
Glivenko bebizonyitotta, hogy egy A formulédra PC-ben F A akkor és csak akkor,
ha IPC-ben - ——A. (S6t negacioval kezd6d6 formulédkra: PC-ben - = A akkor és
csak akkor, ha TPC-ben F -4 [13].)

A predikatum-kalkulus esetére egy ennél bonyolultabb a ,negativ forditas” fo-
galméat hasznalo tétel mondhatoé ki, amit egymastol fliiggetleniil Godel és Gentzen
bizonyitott be. E tétel szerint egy L nyelv minden A formulajara megadhat6 egy
olyan g(A) formula, hogy a kivetkezd harom allitas teljesiil [17]:

1. QC-ben F A < g(A);
2. IQC-ben + g(A) «+ =—g(A);
3. Ha QC-ben F A, akkor IQC-ben F g(A).

A g(A) formulat nevezik az A negativ forditasanak, konstrukci6ja a kovetkezs:

g(A) legyen =—A ha A atomi formula;

(A

(A A B) legyen g(A) A g(B);

(AV B) legyen =(=g(A) A ~g(B));
EA — B) legyen g(A) — g(B);

g(¥
9(3

e Q@ <«

g(—A) legyen —g(A);
A(z)) legyen Vrg(A(x));
A(z)) legyen ~Va—g(A()).

€T
T

4.4. Kripke-modellek

Sokféle interpretacio létezik az intuicionista rendszerekhez (példaul Klenee,
Beth és Aczél is adtak interpretaciokat) azonban most csak Kripke lehetséges-
vilag szemantikajat (1965) fogom réviden ismertetni. Erre a szemantikara nézve
az intuicionista predikatum-logika helyes és teljes [17].

Informélisan a Kripke-modellre tigy gondolhatunk, mint amelyik egy idealis
szubjektum lehetséges (tudat) allapotait irja le. Ez a szubjektum tételeket bizo-
nyit és (matematikai) objektumokat konstruél. Idealizalt abban az értelemben,
hogy 1-ot sohasem bizonyitja be és amit egyszer bebizonyitott vagy megkonst-
rualt azt sohasem felejti el. Ennek a szubjektumnak a lehetséges allapotait egy
Jfa-szer” strukturaval reprezentalhatjuk: minden « (id§)pontnak megfelel egy
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D, univerzum és egy D, alaphalmaziu R, struktira (D,-n értelmezett rela-
ciok egy Osszessége). o < [ jeloli azt, hogy  nem elbbi (id6pont), mint «; a
lehetséges id6pontok Gsszességét jelolje T'. < nem feltétleniil linearis rendezés.

Formalisan egy Kripke-modell egy M = (T, <, D, S,IF) rendezett-6tds, ahol
T egy halmaz (a ,lehetséges id6pontok vagy allapotok” halmaza), < reflexiv,
tranzitiv és antiszimmetrikus relaciéo T-n, D és S pedig T-n értelmezett fliggvé-
nyek: S(a) minden « esetén egy D(«) alaphalmazt struktira; tovabba amennyi-
ben o < 3, ugy S(a) C S(F) minden «, 3 € T -re.

a lF A jeloli azt, hogy az « id6pontban A igaz. (Az idealis szubjektum tudja,
hogy A.) Ha A atomi mondat, akkor

(0) alF A« S(a)F A;
A logikai konstansokra vonatkozo szabalyok:

(1) alFAANB < al- Aésalk B;

(2) alF AV B < al- Avagy a |- B;

(3) alF A— B« V3> a esetén, ha 81+ A, akkor § I+ B;
(4) alFVzA(z) < VB > a és Vt € D(B) esetén 3 IF A(t);
(5) alFJzA(z) « 3t € D(a), hogy a Ik A(t);

(6) alF =A — V(G > a esetén S A.

5. Intuicionista matematika

Ebben a fejezetben nagyon réviden ismertetem az intuicionista matematika
néhany alavets fogalméat és tételét. A természetes szamok segitségével (amelyek
példaul a Heyting-aritmetika altal adottak) az egész és a raciondlis szamokat
ugyanolyan moédon konstrualhatjuk meg, mint a klasszikus matematikaban. Az
intuicionista matematikiban egy valds szam egy © =< x1,z2,... > racionalis
szamokbol allo6 Cauchy-sorozat, amelyet nem feltétleniil kell egy szabalynak elére
meghataroznia (csak Markov elméletében). Nem feltétlentil sziikséges az sem,
hogy ekvivalencia-osztalyokba rendezziik az igy kapott sorozatokat. A Cauchy-
sorozat (Bishop altal adott) intuicionista definicioja a kovetkezd:

VYm,n € N: |z, —a,| <1/m+1/n

Az ilyen racionalis Cauchy-sorozatokat hivjuk kivdlasztdsi sorozatoknak. Az in-
tuicionista matematika egy alapvets tulajdonsagara mutat ra a kdvetkezs meg-
figyelés. Legyen P C (N — Q) x N tgy, hogy minden a € N — Q -ra létezik
egy olyan n € N, hogy (a,n) € P. Konstruktivista néz6pontbol ez azt jelenti,
hogy van egy véges eljaras, amelyik barmely a sorozatra kiszamitja n-t. Brou-
wer elmélete alapjan, egy a € N — Q konstrukcioja mindig befejezetlen, tehat
barmely pillanatban csak egy véges szeletét ismerjiik a-nak. Tehat az eljarasnak
mindenképpen a egy véges < a1,as,...,ay > kezddszeletébsl kell meghataroz-
nia azt az n-et amelyre (a,n) € P. Vegyiik észre, hogy ekkor az eljaras ugyanazt
az n-t fogja rendelni minden olyan b € N — Q -ra is amelyre teljesiil, hogy
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a; = b; ha i < N. Ebbdl a konstruktivista elvbél — mely szerint minden kivalasz-
tasi sorozatokon értelmezett fiiggvény minden sorozatra annak véges kedz6drésze
alapjan kell, hogy eldontse, hogy mit rendel ahhoz a sorozathoz (amely elvet a
sfolytonos valasztas elvének” [principle of continuous choice] nevezik) — kovetke-
zik, hogy minden R-et 6nmagéba képezs fliggvény (egyenletesen) folytonos, sét
altalanosabban minden teljes, nem-iires, szeparabilis metrikus teret egy masik
metrikus térbe képezé fliggvény is folytonos. Ezt az eredményt is felhasznélta

PRt

Brouwer ,erés” ellenpéldainak megalkotasahoz.
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