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LAlgoritmus
L Mi az?

Algoritmus - mi is az

m (szamitasi) médszer, eljaras
m (szamitégépes) program, programrészlet "lényege"
m Rokonok:

m geometriai szerkesztés

m stratégia jatékban, Rubik-kocka kirakasa, papirhajtogatas,
kijutas labirintusbdl, stb...

m konyhai vagy kémiai recept (pl. aranycsinalas)

m Osszeszerelési Gtmutato (pl. batoré), gyartasi eljaras, stb...
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A helyiértékes szamabrazolasrdl

m Lehet6vé teszi igen nagy szdmok leirasat
és a veliik valé szamolast
m Egy 100 jegyii szam akkora, ameddig el sem tudunk szamlalni

m Az univerzum atomjainak a szama: 107 és 1082 koézott
m Az univerzum kora: < 10'*® masodperc
m Varhaté leggyorsabb szamitégép 2020-ban:

10'® lebeg&pontos miivelet/masodperc
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LAlgoritmus
LAz iskolai szamolasi médszerekrél

Az iskolai médszerek koltsége

a, b: n jegy( szamok: n ~ log;, a

a+ b és a— b szamolasa: n-nel aranyos
szami miivelet szamjegyekkel

m a-bésa: bszamolasa: n’-tel aranyos

(vannak elvileg gyorsabb szorzé-oszté médszerek;

ezek csak nagyon nagy szamokra jobbak a gyakorlatban )
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Az euklideszi algoritmus - lel6hely

m Euklidesz: Elemek (Sztoicheia) (Alexandria, kb. i.e. 300)

m Az Elemek 7. (és 11.) konyvében szerepel az eukl. alg.
m J6 on-line kiadas: David Joyce "forditasa":
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html

(a kép forrasa: Bill Casselman:

http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/papyrus/papyrus.html)
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Kiszamolhaté térzstényezds felbontas segitségével

Ez rossz esetben igen lassi
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200-nal tobb jegyi N-re /N > 101, ennyi idénk nincs!
m Nem ismert (log N)1°%-nel aranyos idejii médszer sem

m Feltételezett nehézség kihasznalasa: RSA titkosiras

m 2007-ig dijak kitizve nagy konkrét N-ek felbontasara

m Felbonté projektek:

szamitégépek onkéntes halézatan+szuperszamitégépeken
m 2009-es rekord: 235 jegyii szam felbontasa

(két kb. 120 jegy(i primszam szorzata)
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Az Inko a legjobb felbonté algoritmusokban

m a munka nehéz része: keressiink olyan N-nél kisebb M-et,
amelyre Inko(N, M) > 1

m a probalgatasnal sokkal okosabb és gyorsabb médszerek
vannak "szerencsés" M keresésére
m "szerencsés" M birtokaban
az euklideszi algoritmussal kiszamoljuk Inko(N, M)-et
Inko(M, N) valédi osztéja N-nek
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Az euklideszi algoritmus alapdtlete

Legyenek a és b egészek.

Eszrevétel: Ha d kozds osztéja a-nak és b-nek, akkor d kozds
osztéja a-nak és b £ a-nak.

Biz.: Tegyiik fel, hogy b = db/, a = da’. Ekkor b+ a=d(b' + a).
Kovetkezmény: {a és b kdzds oszt6i} = {a és b — a kdzds osztéi}

Kovetkezmény: Inko(a, b) = Inko(a, b — a).
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Az euklideszi algoritmus - elegans valtozat

Tudjuk: b > a esetén Inko(a, b) = Inko(a, b — a)

Ciklus:
Feltételek: 0 < a < b egészek
(1) Ha a =0, akkor kész; az eredmény b.
(2) Legyen b+— b—a
(3) Ha a > b, akkor a «— b
Ujra (1)-tsl.
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Az euklideszi algoritmus - elegans valtozat

Ciklus:
Feltételek: 0 < a < b egészek
(1) Ha a =0, akkor kész; az eredmény b.
(2) Legyen b«— b—a
(3) Ha a > b, akkor a «— b

Ujra (1)-t6l.
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LAz algoritmus

Az euklideszi algoritmus - eredeti véltozat

Ciklus:

Feltételek: 0 < a < b egészek
(1) Ha a =0, akkor kész; az eredmény b.
(2') Ameddig b > a, legyen b+— b —a
(3') a«<— b

Ujra (1)-t6l.
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Az eredeti valtozat lassil lehet

(2') Ameddig b > a, legyen b+— b —a
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LAz euklideszi algoritmus
LAz algoritmus

Az eredeti valtozat lassil lehet

(2') Ameddig b > a, legyen b+— b —a
Elsfordulhat, hogy a sokkal kisebb lesz, mint b
Példaul a ~ /b &s b 200 jegyii
Ekkor kb. b/a =~ 101 kivonas lenne



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
LAz algoritmus

Az eredeti valtozat lassil lehet

(2') Ameddig b > a, legyen b+— b —a
Elsfordulhat, hogy a sokkal kisebb lesz, mint b
Példaul a ~ /b &s b 200 jegyii
Ekkor kb. b/a =~ 101 kivonas lenne

Ez reményteleniil sok!



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
LAz algoritmus

Az euklideszi algoritmus - eredeti véltozat

Ciklus:

Feltételek: 0 < a < b egészek
(1) Ha a = 0, akkor kész; az eredmény a.
(2') Ameddig b > a, legyen b+— b —a
(3') a«<— b

Ujra (1)-t6l.



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
LAz algoritmus

Az euklideszi algoritmus - maradékos osztassal

Ciklus:
Feltételek: 0 < a < b egészek
(1) Ha a =0, akkor kész; az eredmény b.
(2") Legyen b +— b%a (b%a = b — alb/a|)
(3') a«<— b

Ujra (1)-t6l.



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
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Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5
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Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5

m Feltétel: 0 < a; < by
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LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5

m Feltétel: 0 < a; < by

m Egy lépés eredménye: a; g
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L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5

m Feltétel: 0 < a; < by

m Egy lépés eredménye: a;. 1 = b/%ay
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LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5

m Feltétel: 0 < a; < by

m Egy lépés eredménye: a; 1 = by/%ay < ay,
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Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5
m Feltétel: 0 < a; < by
m Egy lépés eredménye: a; 1 = b/%a; < ag, byy1 = ay.
ag41 < ay, tehat el6bb-utébb véget ér



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5
m Feltétel: 0 < a; < by
m Egy lépés eredménye: a; 1 = b/%a; < ag, byy1 = ay.
ag41 < ay, tehat el6bb-utébb véget ér
m Két lépés utan (ha asyq # 0):

a2



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
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Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5
m Feltétel: 0 < a; < by
m Egy lépés eredménye: a; 1 = b/%a; < ag, byy1 = ay.
ag41 < ay, tehat el6bb-utébb véget ér
m Két lépés utan (ha asyq # 0):

_ 0,
a2 = bppi1%an



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5
m Feltétel: 0 < a; < by
m Egy lépés eredménye: a; 1 = b/%a; < ag, byy1 = ay.
ag41 < ay, tehat el6bb-utébb véget ér
m Két lépés utan (ha asyq # 0):

_ 0,
a2 = bppi1%an
= a/%ari1



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5
m Feltétel: 0 < a; < by
m Egy lépés eredménye: a; 1 = b/%a; < ag, byy1 = ay.
ag41 < ay, tehat el6bb-utébb véget ér
m Két lépés utan (ha asyq # 0):

_ 0,

a2 = bppi1%an
= a/%ari1
< ar— a1



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.
(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)
ag = 4, bo =5
m Feltétel: 0 < a; < by
m Egy lépés eredménye: a; 1 = b/%a; < ag, byy1 = ay.
ag41 < ay, tehat el6bb-utébb véget ér
m Két lépés utan (ha asyq # 0):

_ 0,

a2 = bppi1%an
= a/%ari1
< ar— a1

m Tehat as o < ay — a4 1,




Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m Jelblés: ay, by az "a, b" értéke ¢ |épés utan.

(Mostantdl a, b az eredeti (a bemend) a, b-t jeldli!)

ag = 4, bo =5

Feltétel: 0 < ay < by

Egy lépés eredménye: a;. 1 = by%ay < ay, byr1 = ap.
ag41 < ay, tehat el6bb-utébb véget ér

Két lépés utan (ha a1 # 0):

_ 0,
a2 = bppi1%an
= a/%ari1

< ar—apy

Tehat ap1p < ap — agy1, azaz ag > apy1 + apyo.



Az euklideszi algoritmusrél
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L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m EI6z6 oldalrél: ay > apyiq1 + apio.
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Az euklideszi algoritmus elemzése

m EI6z6 oldalrél: ay > apyiq1 + apio.

m Innen ay > agy1 + ap2 > app2 + a2 = 2342,



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

m EI6z6 oldalrél: ay > apyiq1 + apio.
m Innen ay > agy1 + ap2 > app2 + a2 = 2342,
m Azaz: gy < %ag.
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L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

El6z6 oldalrél: ay > apyiq1 + apro.

Innen a; > agy1 + app2 > appo + a2 = 2ap42,
Azaz: apyn < %ag.

ay két lépésben felezédik (vagy még kisebb lesz)



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

El6z6 oldalrél: ay > apyiq1 + apro.

Innen a; > agy1 + app2 > appo + a2 = 2ap42,
Azaz: apyn < %ag.

ay két lépésben felezédik (vagy még kisebb lesz)
Ebbél: a5y < 21730.



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

El6z6 oldalrél: ay > apyiq1 + apro.

Innen ay > agy1 + agy2 > ap2 + a2 = 2a42,
. 1

Azaz: ag+2 < ja[.

ay két lépésben felezédik (vagy még kisebb lesz)
“1. 1

Ebbél: ax < 57 ao.

Innen: a ciklus lefutasainak szama

< 2. |Og2 a = konstans - |0g10 a



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Az euklideszi algoritmus elemzése

El6z6 oldalrél: ay > apyiq1 + apro.

Innen ay > agy1 + agy2 > ap2 + a2 = 2a42,
. 1

Azaz: ag+2 < ja[.

ay két lépésben felezédik (vagy még kisebb lesz)
“1. 1

Ebbél: ax < 57 ao.

Innen: a ciklus lefutasainak szama

<2. |Og2 a = konstans - |0g10 a

Osszkdltség: (logyg a)3-nel aranyos



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Pontosabb elemzés: a Fibonacci-szamok

= Tudjuk: ar2 < a0 — ap1,
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LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Pontosabb elemzés: a Fibonacci-szamok

m Tudjuk: a1 < ay — agy1, azaz

ag > agy1 + aggo
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Pontosabb elemzés: a Fibonacci-szamok

m Tudjuk: a1 < ay — agy1, azaz
ag > agy1 + apyo

m Leglassabban csdkken, ha egyenlGség teljesiil:

a = agr1 + agpo
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Pontosabb elemzés: a Fibonacci-szamok

m Tudjuk: a1 < ay — agy1, azaz
ag > agy1 + apyo

m Leglassabban csdkken, ha egyenlGség teljesiil:

a = agr1 + agpo

m a Fibonacci-sorozat rekurziéja, csak forditva indexelve
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LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Pontosabb elemzés: a Fibonacci-szamok

Tudjuk: apy» < ay — apy1, azaz

ag > agy1 + aggo

Leglassabban csdkken, ha egyenl8ség teljesiil:

a = agr1 + agpo

a Fibonacci-sorozat rekurziéja, csak forditva indexelve

Fibonacci-szamok: F{ =1, F» = 2,



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Pontosabb elemzés: a Fibonacci-szamok

Tudjuk: apy» < ay — apy1, azaz

ag > agy1 + aggo

Leglassabban csdkken, ha egyenl8ség teljesiil:

a = agr1 + agpo

a Fibonacci-sorozat rekurziéja, csak forditva indexelve
Fibonacci-szamok: F; =1, F, =2, Fp=Fp >+ Fi_1 (¢ > 2)



Az euklideszi algoritmusrél
LAz euklideszi algoritmus
L Elemzes

Pontosabb elemzés: a Fibonacci-szamok

m Tudjuk: a1 < ay — agy1, azaz
ag > agy1 + apyo
m Leglassabban csdkken, ha egyenlGség teljesiil:
ag = ag+1 + ap42
m a Fibonacci-sorozat rekurziéja, csak forditva indexelve
m Fibonacci-szdmok: F; =1, F, =2, Fp=Fp o+ Fq1 (£ > 2)
m Belathatd, hogy ay < 1 ag.

[



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Lanctértfejtes

Lanctortbe fejtés

Elemek 11. kdnyv:
Euklideszi algoritmus tetszdleges 0 < a < b-re
(1) b<—b—a-|b/a]
(2) Ha b =0, akkor kész.
(3) Kiilonben b «+— a és folytatjuk (1)-tdl



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Lanctértfejtes

Lanctortbe fejtés

Elemek 11. kdnyv:
Euklideszi algoritmus tetszdleges 0 < a < b-re
(1) b<—b—a-|b/a]
(2) Ha b =0, akkor kész.
(3) Kiilonben b «+— a és folytatjuk (1)-tdl

v = b/a-val



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Lanctértfejtes

Lanctortbe fejtés

Elemek 11. kdnyv:
Euklideszi algoritmus tetszdleges 0 < a < b-re
(1) b<—b—a-|b/a]
(2) Ha b =0, akkor kész.
(3) Kiilonben b «+— a és folytatjuk (1)-tdl

v = b/a-val
(1) v {7}

(2) Ha v =0, akkor kész
(3) Kiilonben v <— 1/~ és folytatjuk (1)-tél



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Lanctértfejtes

Lanctortbe fejtés

Az el6z6 eljaras atszervezve és

tartalommal megtdltve

1
*
2
3

v=Dl+{
feljegyezziik |v]-t
Ha {y} = 0, akkor kész
Kiilonben folytatjuk ~ helyett 1/{~}-val

(1)
*)
()
(3)
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Példa: v/2 lanctért alakja
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Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
qurt(Z)

Példa: v/2 lanctért alakja

1 1 1
V2= = 1+ —=1+ =1+
94! 1 1
24+ — 2+
2
K 2+ —
73
1
= 1+
2+ :
1
24
2+ —



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
qurt(Z)

Példa: v/2 lanctért alakja

1 1 1
V2= = 1+ —=1+ =1+
M 1 1
24+ — 2+
72 54 =
73
1 1
2+ ! 24 !
24 ! 24 .
1 1
24+ — 24




Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
qurt(Z)

V2 lanctort alakja - bizonyités

m Tritkk: v/2 helyett 1 + v/2-re bizonyitunk.



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
qurt(Z)

V2 lanctort alakja - bizonyités

m Tritkk: v/2 helyett 1 + v/2-re bizonyitunk.
1

m Legyen x =2+
2+
2+
2+

2 4. ..



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
qurt(Z)

V2 lanctort alakja - bizonyités

m Tritkk: v/2 helyett 1 + v/2-re bizonyitunk.
1

m Legyen x =2+
2+
2+
2+

1
2 4. ..

m Be kéne latni, hogy x =1 + /2.
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qurt(Z)

V2 lanctort alakja - bizonyités

Triikk: /2 helyett 1 + v/2-re bizonyitunk.
1

Legyen x =2 +
24+ —
24—

) 1
+2+...

Be kéne latni, hogy x =1+ /2.

m Eszrevétel: x =2 + %



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
qurt(Z)

V2 lanctort alakja - bizonyités

Triikk: /2 helyett 1 + v/2-re bizonyitunk.
1

Legyen x =2 +
24+ —
24—

) 1
+2+...

Be kéne latni, hogy x =1+ /2.

Eszrevétel: x =2 + %
amibgl x2 = 2x + 1.



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
qurt(Z)

V2 lanctort alakja - bizonyités

x olyan pozitiv szdm, amelyre

x> =2x+1
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L Lanctértek
qurt(Z)

V2 lanctort alakja - bizonyités

x olyan pozitiv szdm, amelyre

X2:2X—|—1
x> —2x+1=2
(x—1)2 =2

x—1=+V2
x=1+2
1 — /2 negativ, tehat



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
qurt(Z)

V2 lanctort alakja - bizonyités

x olyan pozitiv szdm, amelyre

X2:2X—|—1
x> —2x+1=2
(x—1)2 =2

x—1=+V2
x=1+2
1 — /2 negativ, tehat

le—l—xﬁ.
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L Lanctértek
L Periodicitas

Véges és periodikus lanctortek

m v lanctdrtalakja véges < ~ racionalis



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Periodicitas

Véges és periodikus lanctortek

m v lanctdrtalakja véges < ~ racionalis
m Periodikus lanctért: /2 vagy pl.
1

14 1
2+

3+

4+

3+
4+
3+

1
44




Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Periodicitas

Véges és periodikus lanctortek

m v lanctdrtalakja véges < ~ racionalis
m Periodikus lanctért: /2 vagy pl.
1
1+

1
2+

3+

4+
3+
4+
3+

4+
m Tétel: v lanctértalakja periodikus < «y pozitiv kvadratikus
szam: egy racionalis egyiitthatés masodfoki egyenlet pozitiv
gyoke



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Kazelites

V2 kdzelitése csonkitott lanctortekkel

V2 ~ 1.41421

14+ 2= 3 _ 150000
+ty=5=1



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Kazelites

V2 kdzelitése csonkitott lanctortekkel

V2 ~ 1.41421

1+ ! —7—140000
1 5 7

24
+2




Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Kazelites

V2 kdzelitése csonkitott lanctortekkel

V2 ~ 1.41421

1 17
1+ — = — = 1.41666
+2 1 12
_‘_7
) 1
2



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Kazelites

V2 kdzelitése csonkitott lanctortekkel

V2 ~ 1.41421

1y M a3
1 29
2+ -
24—
2+



Az euklideszi algoritmusrél
L Lanctértek
L Kazelites

V2 kdzelitése csonkitott lanctortekkel

V2 ~ 1.41421

1 99
1 = — =~ 1.41428
+ 70

24+ !
1
24
24 !
) 1
2

Nicsak: % = gi és 210x297mm: az Ad-es lap mérete
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A leglassabban kozelit6 lanctort
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L Lanctértek
LAranymetszés

A leglassabban kozelit6 lanctort
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La kiegészitett euklideszi algoritmus

Az Inko egy fontos tulajdonsaga

Tétel: Legyenek 0 < a, b egészek. Ekkor
{ax + by alakt szamok (x, y egészek)} = {Inko(a, b) tSbbszdrosei} .

Biz.: C kdnnyii: ha d osztdja a, b-nek, akkor ax + by-nak is.
D, azaz Inko(a, b) eléall ax + by alakban:

Azért, mert az euklideszi algoritmus soran 6roklédik, hogy a
kdzbiilss értékek (ag, by) ax + by alaktak.

Kiegészitett euklideszi algoritmus: Az eukl. algoritmust
kiegészitjiik a kozbiilsé szamok (ay, by) eldallitasaval ax + by
alakban.
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LAz euklideszi jatéek

Az euklideszi jaték (Cole—Davie 1969)

Adott két egész hosszlisagl madzag és 2 jatékos, akik felvaltva
lepnek.
Egy lépés:
m a hosszabbik madzagbdl levagjuk a rovidebb egy tobbszordsét
m legaldbb 1-szeresét
m azért még maradjon valamennyi

Vesztes: aki nem tud lépni (azaz aki két egyforma madzagot
kap).

Kérdés: a kezdeti hosszasagoktdl fliggéen a kezdének mikor
van nyer§ stratégiaja?
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