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A feladat

A feladat

o Titok: u = (p1,...,pn) n dimenziés vektor Z3-bél
Z3 = az egész szamok modulo 3
e Gombnyomasra kapunk:
véletlen v; = (aj1,. .., ajn) vektorokat,
az u-ra nem merdleges (37, ajju; # 0 Z3-ban)
Z5-beli vektorok koziil egyforma valdszintiséggel

o Feladat: keressiik meg u-t gyorsan

"gyors"=n-ben polinom sok gombnyomas+egyéb miivelet
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A feladat

Kiilonbozéségek nyelvén

Oldjuk meg a

aiixi+apxo+...+anxp, # 0O

asixi+amwxo+ ...+ amxn # 0
apxi +apxo+...+amxp # O

kiilénbézb8ség-rendszert Z3-ban!
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A hattérrdl

Hattér: rejtett eltolas

Adottak: fo, f; : Z] — { 0-1 sorozatok}
kiértékels orakulummal (x — fi(x))
e fy, f injektivek
o Ju € Zj, amelyre fi(v) = fo(v + u) minden v € Z§,

Feladat: keressiik meg u-t (gyorsan).
A rejtett részcsoport probléemahoz fontos eszkdz

Bizonyos kvantum-szamitégépes eljaras éppen
u-ra nem merd8leges véletlen vektorokat ad

Részletek: K. Friedl, G. Ivanyos, F. Magniez, M. Santha, P. Sen: Hidden
translations and orbit coset in quantum computing (STOC 2003)

és G. Ivanyos: On solving systems of random linear disequations (QIC 2008).
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A hattérrdl

Hasonlé feladat - tanulds zajos kornyezetben

o Eredeti probléma: adott £ > n "véletlen" egyenlet Z,-ben

a11x1 +awxe + ... +axs = by

anxi+apxo+...+amxs = b

anxi+ apxy + ...+ amxn, = by,
aminek az u = (p1, ..., p) vektor a megoldasa.

Az egyenletek 10%-anak a jobboldala meghibasodott (azaz
valéjaban > 7 ajiyj = 1 — b;), csak nem tudjuk, melyek ezek.

Feladat: keressiik meg u-t.
NP-nehéz
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A hattérrdl

Tanulas zajos kornyezetben - kdnnyitett feladat

S. Arora, R. Ge: Learning Parities with Structured Noise
(ECCC TR10-066 (2010))

e adott £ > n "véletlen" egyenlet Zy-ben az u = (1, ..., tin)

vektorra:
aiix1 +awxo ... +anxs = by
axix1 +apxo 4+ ... Famx, = by
anx1 +apxo+ ...+ amxp = by,

¢/100 szazas blokkra osztva. Mindegyik blokkban legfeljebb
10 hiba van. Feladat: keressiik meg u-t.

@ Ez (és szamos hasonld) polinomidében megoldhaté (Ibid.)
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Visszavezetés az eldontési valtozatra
Az eldontési valtozat megoldasa
A megoldas Megjegyzések

Eldontési valtozat

o Gombnyomasra kapunk:
vagy (1)

véletlen v; € Z§ vektorokat,
egyforma val6sziniiséggel

vagy (2)
csupa u-ra nem mer6leges v; € Z5 vektorokat
(akarmilyen eloszlassal)

o Feladat: dontsiik el, melyik eset all
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Visszavezetés az eldontési valtozatra
Az eldontési valtozat megoldasa
A megoldas Megjegyzések

Visszavezetés az eldontési valtozatra

e Hivjuk meg az elddntési algoritmust. Ha a valasz (1), készen

vagyunk.

o Fedjiik le Z3-t 4 hipersikkal:
Uo = az (a1, a2,...,an—2,a,0) alaki vektorok
Ui = az (a1,32,...,ap-2, a, a) alakd vektorok
U, = az (a1,a2,...,an—2, a,2a) alakd vektorok
Uso = az (31,32, ...,385-2,0, a) alakd vektorok

e i =0,1,2 co-re hivjuk meg az elddntési algoritmust Uj-re,
(a mintaban kapott vektorokat U;-re vetitsiik le)
@ Leszallunk Uj-re aszerint, hogy melyik i-re kaptuk a (2) valaszt

(szintlén levetitjik a mintaban kapott vektorokat)
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Visszavezetés az eldontési valtozatra
Az eldontési valtozat megoldasa
A megoldas Megjegyzések

Az eldontési valtozat megoldasa

o Osszegyiijtiink egy elég nagy vi, ..., v, mintat

@ Ha nincs olyan u, ami egyikre sem merdleges, a valasz (1)
e Ha van, a valasz (2)
°

¢ = O(nlog n) méretd minta elvileg elég a j6 eséllyel korrekt
valaszhoz.

Baj: llyen u létezésének eldontése NP-teljes
o Grafok 3-szinezhetGsége visszavezethets erre

Megoldas: Nagyobb mintat vesziink.
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Visszavezetés az eldontési valtozatra
Az eldontési valtozat megoldasa
A megoldas Megjegyzések

Kiilonboz6séghdl egyenlet

o Eszrevétel:

21/,61—}—...—{—2,“&"7£0<:>(21M1+.--+amun)2:1

(kis Fermat modulo 3)
@ 0# u=(u1,...,Hn)-re legyen

n
Pu(x1,...,xp) = Z pipXixj — 1
ij=1
masodfokl polinom xp, ..., x,-ben
@ Ha a (2) eset all fenn, akkor minden mintabeli
v =(a1,...,an) vektorra P,(v) = 0.
@ Ha az (1) eset all fenn, akkor nincs olyan legfeljebb masodfoka
nem azonosan 0 P € Zs[x1,...,xn] € polinom, amelyre
P(v) = 0 minden v € Z3-re.
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Visszavezetés az eldontési valtozatra
Az eldontési valtozat megoldasa
A megoldas Megjegyzések

Elfogynak a polinomok

o Tétel: Ha £ = Q(n?log n), egyenletesen véletlen
vi,..., vy € Z" vektorokra jé eséllyel hatékonyan
bizonyithatéan nem létezik olyan legfeljebb masodfokd nem
azonosan 0 P n-valtozés polinom, amelyre P(v;) = 0 minden
i=1,..., 0re

Bizonyitas. v = a1,...,a,re
behely,(P) := P(a1,...,an)

egy linearis fliggvényt definial a legfeljebb masodfoka
polinomok P terén.
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Visszavezetés az eldontési valtozatra
Az eldontési valtozat megoldasa
A megoldas Megjegyzések

Elfogynak a polinomok 2

Vi,...,Vt € Z5 esetén azon P € P polinomok, amelyekre
P(v;) = behely,,(P) =0 (i =1,...,t), P-nek egy alterét
alkotjak.

Ez az altér j6 eséllyel sziikiil lépésenként: ha 0 # P € P olyan,
hogy P(vi) =0 (i =1,...,t), akkor annak a valdsziniisége,
hogy P(ve+1) # 0 legalabb % (Schwartz—Zippel-lemma AKA
altalanositott Reed—Muller-kédok. kédtavolsaga). (Természetesen
igaz ez a P(v;) = 0 feltétel nélkiil is.)

Kovetkezésképpen az (1) esetben Q(n?log n) lépésben j6
eséllyel az azonosan 0 lesz az egyetlen P—beli P polinom,
amelyre P(v;) =0 (i =1,...,/) és ez hatékonyan
bizonyithaté is. O
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Visszavezetés az eldontési valtozatra
Az eldontési valtozat megoldasa
A megoldas Megjegyzések

Az eldontési valtozat megoldasa 2

Osszegyiijtiink egy elég nagy vi, ..., v, mintat

¢ = Q(n?log n)
@ Ha nincs olyan legfeljebb masodfokd 0 # P € Z[x1, ..., Xa]
polinom, amire P(v1) = ... = P(v) =0, a valasz (1)

@ Ha van, a valasz (2)

Az ilyen P polinomok egyiitthatévektorai a vi,..., vy
vektoroktol fiiggs linearis egyenletrendszer megoldasai.

lvanyos Gabor MTA SZTAKI Linearis kiilénbdz6ségek



Visszavezetés az elddntési valtozatra
Az eldontési valtozat megoldasa
A megoldas Megjegyzések

Megjegyzések

o Altalanosithaté Z2 helyett Zg-re (g primhatvany)
o Futasi ids (n + q)°@)

o Részletek: G. Ivanyos: On solving systems of random linear disequations
(QIC 2008).
o Nyitott kérdések:
o Z{-re polinomidejii megoldas?
o (nq)°W vagy akar 2'°6 1969 idejii modszer? (g prim)
o Ertelmes kozos éltalanositas az Arora—Ge-féle "strukturalt
zaj"-modellel?
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