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Kvantum bitek és kvantum-aramkorok Kvantum bitek
Kvantum kapuk
Kvantum-aramkorok
Példa

Kvantum bit

o Allapot: a B = C? komplex euklideszi tér egy egységvektora:
az a|0) + b|1) szuperpozicié (linearis kombinacio),
ahol [af> + |b2 =1

e Kitiintetett bazis: |0), |1)

o Meérés utan:

o 0: |a|? valészintiséggel,
o 1: |b|? valésziniiséggel.
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n kvantum bites rendszer

o Allapot: a B®" = C?" komplex euklideszi tér egy
egységvektora:
a ) cs as|s) szuperpozicié,
ahol S ={0,1}"és > s as|> = 1.
o Kitiintetett bazis: |s), ahol s € S:
0...00),[0...01),[1...11).

o Jelblések:
01101) := [0)®|1)@|1)@]0)@|1) = [0)[1)[1)[0}]1) = |01)[101)

o Mérés utan: az s bitsorozat: |as|? valészintiséggel.
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Kvantum kapuk

o d bites kvantum kapu: egy 29 dimenziés unitér
transzformacioé

Példak:

e Hadamard-kapu: H :|0) — —=(|0) + 1)),
1) = 55(10) - [1)).
e Kontrollalt faziseltolas:

|0x) — |0x), [10) — |10),
|11) — w|11), ahol |w| = 1.

N
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Kvantum példa-kapuk matrixa

o Hadamard-kapu:

ab )

o Kontrollalt faziseltolas:
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Kvantum-aramkor: szamolas

n kvantum bites rendszeren
egy- és kétbites kvantum kapuk sorozata
e megadva az is, hogy mely kvantum bit(ek)en hatnak
("drotozas", sorrend is szamit)
o formalisan: a megfelel transzformacié ® identitas

Miivelet: a kapuknak megfelel6 transzformaciok szorzata
IdGigény (lépésszam): a sorozat hossza
Altalanosabban: konstans d > 2-re legfeljebb d bites
kapukbdl allé aramkordk: az 1-2 bitessel polinomialisan
ekvivalens modell.

o Példa: n bites Hadamard-transzf.

HEM: [x) > 272 N (=1)°72)
ze{0,1}"

(x -z =73 xjz; mod 2)
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Kvantum-parhuzamossag

o f:5 ={0,1}" — {0,1}"

e Tfh. hogy f Boole-aramkorrel (azaz "klasszikusan") T id6ben
szamolhato.

@ Ekkor

Yo aslsly) = D asls)|f(s)+y)

seS; sESy

O(T) lépésben megvaldsithaté kvantumgéppel
(+ = XOR)

> adls)|0) = > adls)|f(s))

SES; SES;

o lényeg:
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Kvantum-aramkor: mérés/miikodés

a kapuk szorzata az input bitsorozatnak megfelels baziselemre
végil mérés

a randomizalt algoritmusokhoz hasonlé jellegii

a polinomidében "felismerhets" nyelvek osztalya: BQP

Véges univerzalis kapukészlettel — a kapuk kozelitése
segitségével — szintén polinomialisan ekvivalens modell kaphaté
(Solovay-Kitaev).
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Példa - a Simon-féle feladat

o Feladat:
o "adott" f:{0,1}" — {0,1}"
o tulajdonsag: van olyan v € {0,1}"\ {0}, hogy
f(x)=Ffy) <= x=y+v
(+ = XOR)
o Keressitk meg v-t!
o Klasszikus bonyolultsag: 2%("/2) |ekérdezés kell

e Kvantum: O(n) lekérdezés, poly(n) idé
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Simon algoritmusa

2n kvantum biten (2 db. n bites "regiszter")
kiindulas:
10)10)
b men

2772 % 1))

xe{0,1}n
\L f kiértékelése (kv-parh.)
2772 % X))
x€{0,1}n

27270 (1x) + x+v)IF ()

xe{0,1}n
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Simon algoritmusa |l

27727 N (%) + x+v)IF ()

x€{0,1}n

\J HEm
Yo > (1 (-1 z) (X))
x€{0,1}" ze{0,1}"
== "interferencia":
egylitthaté O lesz, ha v -z # 0
DD W (G V) [T €9)
x€{0,1}" zev+

mérés

22720 hy z € vt

(z, F) valésziniisége = { 0 ha z & vt
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Simon algoritmusa Il

22720 hy z e vt

(z, F) valdsziniisége = { 0 ha z ¢ v+

z-re szoritkozva egyenletes eloszlas v -en

O(n) ismétléssel v bazisat kapjuk (jo eséllyel)
v-bél v lin. egyenletrendszer

Aramkor: H®™; f kiert.; H®™; (majd mérés)

Shor faktorizalé és diszkrét log algoritmusai hasonlé elven
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Teljesség és univerzalitas Fogalmak
Kapcsolatos algoritmikus problémak

Teljesség, univerzalitas: fogalmak

o Elnevezések: teljes, K-univerzalis (ad hoc), univerzalis
e n bites kvantum kapu (fix "drétozas"): u € Uan
e n bites kvantum-aramkor (fix "drétozas"): vy, ..., up
ui a I C Uon kapukeészletbsl
megvaldsitott mivelet: uy -« - up
o teljesség: minden u € Usn
tetsz6leges pontossaggal
kozelithets T-beli kapukbdl felépitett aramkorrel
mds szoval: T az Uon egy siirii részcsoportjat generalja.
pontosabban, modulo a skalarméatrixok
(allapotok skalarszorosai egyenértékiiek)
e Solovay-Kitaev: 3 f(n, hiba) hosszi kozelit6 sorozat
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Teljesség és univerzalitas Fogalmak
Kapcsolatos algoritmikus problémak

n-bites kapuk n-nél tobb biten

drétozas: K > n,
w:n=A{1,...n} = [K]={1,...,K} beagy.

u,, hatasa
o ua p(l),...,u(n) biteken
e a maradékon identitas
formalisan: u, = u® |/
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Univerzalitas

o K-univerzalitas: {u,|u €T, p: [n] — [K] beagy.} teljessége
@ monoton tul.: ha K > 2, K-univerzalitas =
K + 1-univerzalitas
(felhasznalt tény: a 2-bites kapuk halmaza K-univerzalis
minden K-ra)
Megj.: az 1-bites kapuk nem 2-univerzalisak (sem 3-,stb...)!

@ univerzalitas: 3K > max{n,2}, amelyre I is K-univerzalis
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Kapcsolatos algoritmikus problémak

o teljesség - tobb szamitasi modellben elddntheté

o Derksen-Koiran-Jeandel 2003, 2005
"szimbolikus" testek felett
eszkdz: csoportok Zariski-lezartjanak a kiszam.
Tény: Kompakt valés linearis csoportok
polinom-egyenletrendszerekkel definialhatok
SUzn-beli "metrikus" siiriség < SLon(C)-beli Zariski-stiriiség.
Zariski-lezart: ugyanazokat a polinomegyenleteket teljesiti
o Jeandel 2004: algebrai szamtestek felett (polinomidében!)

o K-univerzalitas < megfelelé nagyobb kapukészlet teljessége
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Kapcsolatos algoritmikus problémak Il

o K-univerzalitds < megfelel6 nagyobb kapukészlet teljessége

@ univerzalitas - nem nyilvanvald, hogy elddnthets
o hianyzik: felsé korlat a legkisebb K-ra
amelyre egy univerzalis kapukészlet K-univerzalis

o Nagy W. Attila: 3 2 bites készlet, amely 3-univ, de nem 2-univ.
o Jeandel példaja: K > 2n — 6 végtelen sok n-re
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Az eredmények
Bizonyitas - 1. (konnyii) lépés

Univerzalitas eldontése Bizonyitas - 2. (nehéz) lépés: kritérium teljességre
Bizonyitas - 3. |épés: szerencse

Az eredmények

@ a K-univerzalitas eldonthets egy 28X (|I'| + 2) homogén linearis
egyenletbdl all6 28K valtozés egyenletrendszerrel.
@ Ha n > 2, egy n bites univerzalis kapukészlet Ky-univerzalis
valamely
Ko < 256n-re.

Megj.: A 256n-univerzalitast eldonté egyenletrendszer mérete
polinomialis a bemenet méretében (az || - 22" szambdl all).
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Az eredmények
Bizonyitas - 1. (konnyi) lépés

Univerzalitas eldontése Bizonyitas - 2. (nehéz) lépés: kritérium teljességre
Bizonyitas - 3. |épés: szerencse

A bizonyitas 1. (konny() lépése

I is K-univerzalis

)
(12), (12...K) (vagy az Sk tetsz. gen. rendszere),
a I-beli, az elsé n bitre drétozott kapuival egyiitt teljes.
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Az eredmények
Bizonyitas - 1. (konnyi) lépés

Univerzalitas eldontése Bizonyitas - 2. (nehéz) lépés: kritérium teljességre
Bizonyitas - 3. |épés: szerencse

A bizonyitas 2. (nehéz) lépése: kritérium teljességre

o " C Uk teljes (K biten)
)

o A kdvetkezs 28K x 28K meretii matrixok kozos fixpontja egy
24 dimenziés alteret alkotnak:

TRYR®YRYRTRTRTRT (vET)

o (Ez [ hatasa a V®* @ (V®4)* téren, ahol V = C2")
o (Megj.: 24 az egész GL,k csoport hasonlé hatasanak a
fixpontjainak a dimenzigja.)
@ Guralnick és Tiep 2005-6s mély eredményébél
Amin mulik: a véges egyszerii csoportok osztalyozasa.
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Az eredmények
Bizonyitas - 1. (konnyii) lépés

Univerzalitas eldontése Bizonyitas - 2. (nehéz) lépés: kritérium teljességre
Bizonyitas - 3. |épés: szerencse

Jeandel kritériuma és a Larsen-alternativa

o [ C U,k teljes K biten

0

o A kovetkezé 2 feltétel:
(1) T’ kézds fixpontjai a V&2 @ (V©2)* téren 2-dimenzids altér
(2) (I'") végtelen
@ Biz.: legyen G a (I') komplex Zariski-lezartja
(1) & slyk is irreducibilis G konjugalasi hatasara nézve.
Ekkor vagy Gop = {1} vagy Gp = SL,«.
Go = G-nek az l-et tart. komponense

e Hatrany: (2) nem egyenletekkel adott.

e (Ugyanakkor néhany input modellben jél hasznalhaté.
Pl. racionalis matrixokra Babai-Beals-Rokcmore.)
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Az eredmények
Bizonyitas - 1. (konnyii) lépés

Univerzalitas eldontése Bizonyita . (nehéz) lépés: kritérium teljességre
Bizonyitas - 3. |épés: szerencse

A bizonyitas 3. |épése: szerencse

Sk jelenléte = tenzoralgebra — polinomgy(ir(
Kapcsolhaté polinomideal: |

| homogén ideal 28" valtozéban

U Sk fixpontjai ~ | K-dimenziés részének komplementere

H;(K) =T U Sk fixpontjainak dim. (H; az /
Hilbert-fiiggvénye.)

Ha I univerzalis, H;(K) = 24 elég nagy K-re.

a legkisebb ilyen K=H, regularitasa

Lazard regularitasi korlatja nulldimenziés idealra
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Nyitott kérdések

Jobb korlatok?

Univerzalitas- korlatok: alsé 2n (bizonyos n-ekre) - felsé 256n

Korlatok kis n-ekre, (pl. n = 2-re ismert alsé korlat 3)
Tenzor-felbontas kihasznalhaté-e:

o W = B®*® (B®)*, W®" &rokli ezt a felbontast

o Pl. W = M6(C), W®". Fixpontok: részalgebra.
Univerzalitas eldonthetésége CFSG nélkiil?777
W®n alterei és a lin. csoportok kozotti Galois-kapcsolat
kihasznalasa?

e Schrijver: fixpontok a teljes tenzor-algebraban leirhatok

e Van-e ennek kovetkezménye kis tenzorhatvanyokra
o Véges csoportok fixpontjai???
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Nyitott kérdések

Tovabbi univerzalitas-fogalmak?

@ PI. "ideiglenes tar" hasznalata
o Az U® b alaki transzforméaciok kdzelitendsk
o csak a --- ® |0)®" alaka allapotok alterén
o a teljes C®2° © C®2" teret kihasznals kapukkal

e Egyéb modellek (pl. "globalis" hatast kapuk?)

(nehéz a kvantum biteket megcélozni)
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Nyitott kérdések

Numerikus/kozelit6 input?

o c-kozelség nem-univerzalis kapukészlethez eldénthets (csak
elvileg). Polinom-egyenl6tlenségrendszer megoldasan alapulé
modszer.

@ Van-e hatékonyabb?777

o Kapcsol6dé kérdés: Milyen feltételek mellett igaz, hogy ha
I C GL(W)-nek a v € W®" (|v| = 1) "kdézel"-fixpontja, akkor
I" kdzel van egy olyan rendszerhez, aminek v tényleges
fixpontja?

o Egyéb, értelmes numerikus stabilitasi szempontok??77?
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