
Rejtett részsoportok és kvantum-számítógépekIvanyos GáborMTA SZTAKI2007. április 30.1. BevezetésR. P. Feynmann vetette fel el®ször azt az ötletet, hogy a kvantum-jelenségeketesetleg hatékony számításra fel lehet használni [6℄. A kvantum-számítógép mo-delljeinek kidolgozása és néhány a kvantum-géppel a klasszikusnál hatékonyab-ban megoldható � játékos jelleg¶ � feladat felfedezése után Shor publikálta azels® � mindjárt kett® � igazán életszagú alkalmazást [26, 27℄: az egészek törzs-tényez®s felbontását elvégz®, valamint a diszkrét logaritmust kiszámoló polino-midej¶ kvantum-algoritmusát.Mindazok a számítási feladatok, amelyekre a mai napig a klasszikusnál expo-neniálisan gyorsabb kvantum-algoritmust találtak, többé-kevésbé (véleményemszerint inkább többé, mint kevésbé) közel állnak az úgynevezett rejtett részso-port problémájához. Ezzel a feladattal közös keretbe foglalhatók a Shor általmegoldott problémák és még több más érdekes feladat is. Az el®adáson a vé-ges soportok rejtett részsoportjait keres® kvantum-algoritmusokból szeretnékízelít®t adni.A bevezet® hátralev® részében röviden ismertetek egy � a többi fontos model-lel polinomiálisan ekvivalens � kvantum-gépmodellt, majd de�niálom a rejtettrészsoport problémáját és vázolom a legnépszer¶bb speiális eseteit. A másodikrészben tárgyalom a kommutatív soportok rejtett részsoportjainak megtalá-lására szolgáló standard kvantum-algoritmust. Az el®adás végén a nemkommu-tatív soportokban történ® általam legérdekesebbnek gondolt próbálkozásokrólszeretnék beszámolni.1.1. Kvantum bitek és kvantum-áramkörökItt röviden ismertetek egy kvantum-gépmodellt, amely a többi szokásos mo-dellel polinomiálisan ekvivalens. B®vebb háttéranyag található például a [25℄,[19℄ vagy a [11℄ könyvekben. Magyar nyelv¶ bevezet® anyagot Nagy Benedekjegyzetének [24℄ ötödik fejezetében találhat az Olvasó.A kvantum-áramkörök alapelemei a kvantum bitek. Egy kvantum bit egylehetséges állapota
a|0〉 + b|1〉,1



ahol a és b komplex számok, amelyekre |a|2 + |b|2 = 1. Egy kvantum bit tehát akétdimenziós B komplex euklideszi tér (avagy Hilbert-tér) egységvektora. A Btér kitüntetett bázisának elemeit jelöli |0〉 illetve |1〉. Ha a fenti állapotú kvantumbitet meg�gyeljük (megmérjük), akkor a 0 bitet kapjuk |a|2 valószín¶séggel ésaz 1 bitet kapjuk |b|2 valószín¶séggel.Egy n kvantum bitb®l álló együttes (rendszer) egy lehetséges állapota a 2ndimenziós komplex euklideszi tér egységvektora. Ha a kitüntetett ortonormáltbázis elemeit az n hosszú 0− 1 sorozatokkal (bitsorozatokkal) indexeljük, akkora rendszer állapota az n hosszú bitsorozatok egy komplex együtthatós lineáriskombináiója (kvantumos szakzsargonban: szuperpozíiója), ahol az együttha-tók abszolút értékének négyzetösszege 1. Ha egy állapotot megmérünk, ered-ményként egy konkrét bitsorozatot kapunk. Minden egyes bitsorozat valószín¶-sége a megfelel® együttható abszolút értékének a négyzete. Gyakran élszer¶ az
n bites állapotok terét a B tér C feletti n-edik tenzorhatványakét szemlélni.A kvantum-számítógép által végrehajtható m¶veletek unitér transzformá-iók. Az elemi lépéseket az úgynevezett kvantum-kapuk szolgáltatják. Egy kbites kvantum-kapu a 2k dimenziós komplex euklideszi tér egy unitér transzfor-máiója. Az n > k esetben egy n kvantum bites rendszer bármely k kvantumbitjére "bedrótozhatunk" egy k kvantum bites U kaput. A drótozásnak megfe-lel® m¶velet matematikai de�níiója a következ®: Kiválasztunk az n kvantum bitközül k bitet (a sorrend is számít!), a 2n dimenziós teret felbontjuk a k kvantumbitnek megfelel® 2k dimenziós W tér és a maradék kvantum bitekb®l megfelel®
2n−k dimenziós W ′ tér tenzorszorzatára. A bedrótozott kapu által végrehajtottm¶velet az UW ⊗ IW ′ tenzorszorzat lesz, ahol IW ′ a W ′ téren az identitás, UWpedig az U transzformáió a W téren (abban az értelemben, hogy a k kvantumbit sorrendi kiválasztása egyben azonosítja a W teret k kvantum bites állapotokterével.)Egy n kvantum bites kvantum-áramkör egy rögzített kapukészletb®l vett,a fent leírt módon bedrótozott kapuk sorozata. A lépésszám a sorozat hossza,a végrehajtott m¶velet pedig a fent részletezett transzformáiók szorzata. Fel-tesszük, hogy a kapukészlet, amib®l dolgozunk, az összes lehetséges 1 és 2 kvan-tum bites unitér transzformáióból áll. Polinomiális lassulás erejéig ez a modellekvivalens azzal, mintha az összes lehetséges legfeljebb k kvantum bites kapuk-ból építkeznénk valamely konstans k-ra.Véges kapukészlettel is dolgozhatunk. Ha olyan véges 2 kvantum bites kész-letet veszünk, amely az U4 unitér soportnak (pontosabban, a PU4 projektívváltozatnak) egy s¶r¶ részsoportját adják, minden ǫ > 0-ra tetsz®leges 4 di-menziós unitér transzformáió ǫ hibával megközelíthet® log(1/ǫ)-ban polinomiá-lis számú transzformáió szorzatával az adott készletb®l. Ezt felhasználva egy ℓhosszú, a tág készletb®l vett kapukból épített áramkör 1 százalékos hibával meg-közelíthet® ℓ-ben polinom sok, a sz¶kebb készletb®l vett kapu felhasználásával.Ennek gyakorlati jelent®sége az, hogy amennyiben az állapotokon a kvantum"program" lefuttatása után mérést végzünk, közel az "ideális" kapukészletéhezazonos eloszlást kapunk.Egy kvantum programból a véletlent használó algoritmusokhoz hasonló jel-leg¶ eljárást nyerünk, ha egy konkrét "bemen®" bitsorozatra (pontosabban az2



annak megfelel® báziselemre) futtatjuk le, majd az eredményre mérést alkalma-zunk. A fent vázolt közelítés így gyakorlati értelmet nyer, hiszen két � operátornormában � közeli transzformáió utáni mérés megközelít®leg azonos eloszlásteredményez.Egyes modellek megengednek a számolás közbeni mérési m¶veleteket is. Ezeka fent vázolt modellel szintén polinomiálisan ekvivalensek. Id® és hely hiányábanezek részletezésére nem térünk ki.Noha kvantum-áramkörrel sak unitér � következésképpen invertálható �transzformáiók hajthatók végre, a modell ténylegesen nem gyengébb a klasszi-kus Boole-áramkör modellnél. Valóban, a bitsorozatokon értelmezett x 7→ f(x)függvényt az (x, y) 7→ (x, f(x)⊕y) leképezéssel helyettesíthetjük. (Itt y az összesolyan hosszú bitsorozaton fut végig, ahány bitbe f(x) belefér és ⊕ a biten-kénti kizáró vagy m¶velet.) Utóbbi m¶velet immár a megfelel® hosszú kétré-szes bitsorozatok egy permutáiója és így a kvantum-állapotok unitér transz-formáiójává terjed ki. A reverzibilis számításokra vonatkozó korai eredmé-nyek szerint minden Boole-áramkörrel hatékonyan kiszámítható f függvényreaz (x, y) 7→ (x, f(x) ⊕ y) leképezés is hatékonyan számítható 3-bites úgyneve-zett To�oli-kapuk segítségével.A fentiek alapján, ha egy f függvény polinom id®ben számolható klasszikusalgoritmussal, akkor polinom hosszúságú kvantum-áramkörrel megvalósíthatóegy olyan transzformáió, amely tetsz®leges
∑

x

ax|x〉|0〉alakú állapotból a ∑

x

ax|x〉|f(x)〉állapotot hozza létre. Szavakban: kvantum-géppel bármely klasszikusan haté-konyan számolható függvény szuperpozíióban is hatékonyan számolható. Eza kvantum-géppel való hatékony számolások egyik legfontosabb � noha eléggékézenfekv® � eszköze.1.2. Rejtett részsoportokLegyen G egy soport és f egy G-t az ℓ hosszú bitsorozatok S halmazábaképez® függvény valamely ℓ pozitív egész számra. Azt mondjuk, hogy az f függ-vény a H ≤ G részsoportot rejti, ha f(x) = f(y) akkor és sak akkor teljesül,ha x és y a H részsoportnak ugyanazon baloldali mellékosztályába esik. Másszavakkal az f függvény konstans értéket vesz fel a H részsoport baloldali mel-lékosztályain, de a különböz® mellékosztályokon felvett értékek különböz®k.A kapsolódó számítási problémában, a rejtett részsoport problémájábanfeltesszük még, hogy x bement esetén az f(x) függvényérték hatékony algo-ritmussal kiszámíthatók, vagy � egy transzparansebb megfogalmazásban � egyorákulum azonnal megadja f(x)-et. (Kvantum-számítógépes esetben az oráku-lumról azt feltételezzük, hogy olyan unitér transzformáió, amely a |x〉|0〉 ál-lapotot a |x〉|f(x)〉 állapotba viszi. Itt a kiinduló állapot második részében a3



|0〉 alatt egy ℓ hosszú supa nullából álló bitsorozatot értünk.) A feladat az ffüggvény által rejtett H részsoport kiszámítása. Lássunk részsoportot rejt®függvényre három fontos példát.Csoportelem rendje és egészek faktorizáiója. Legyen A egy véges so-port és a egy elem az A soportból. Tegyük fel, hogy az A soport elemei ℓ hosszúbitsorozatokkal vannak kódolva. Így A azonosítható az S halmaz egy részhal-mazával. Legyen G az egész számok Z soportja és f : G → S az f(z) = azképlettel megadható függvény. Ekkor f az mZ részsoportot rejti, ahol m az
a eleme rendje. Ebben a példában tehát a rejtett részsoport meghatározásaegyenérték¶ az a elem rendjének kiszámításával. Megjegyezzük, hogy ha a és
a−1 is adott, akkor az az hatvány az iterált négyzetre emelés módszerével (másnéven gyors hatványozással) O(log |z|) darab A-beli szorzás segítségével számol-ható.Alkalmazásként tekintsük azt az esetet, amikor n egy páratlan egész számés A a modulo n vett redukált maradékosztályok multiplikatív soportja. Eb-ben a soportban a rend számítása egy olyan eszköz, amelynek segítségével akövetkez® hatékony véletlent használó algoritmus adható az n szám egy valódiosztójának megadására. Feltesszük, hogy n nem egyetlen prímszám hatványa.(Egyszer¶ próbálkozással tudunk valódi osztót találni olyan számhoz, amely egymásik pozitív egész szám valahanyadik hatványa.) Választunk egy véletlen 1 és
n − 1 közé es® a egész számot, és kiszámoljuk a villámgyors euklideszi algorit-mussal a és n legnagyobb közös osztóját. Ha ez a közös osztó nem 1, nyertünkegy valódi osztót. Megmutatjuk, hogy a fennmaradó eseteknek legalább a felé-ben szintén tudunk gyorsan valódi osztót találni. Jelöljük egy n-hez relatív prím
a szám modulo n vett multiplikatív rendjét o(a)-val. Az n-re vonatkozó feltevés-b®l könnyen adódik, hogy egy véletlenül választott n-hez relatív prím a számralegalább 1/2 valószín¶séggel o(a) páros és ao(a)/2 maradéka modulo n nem −1.Ezért a b = ao(a)/2 modulo n vett maradékosztály (gyors hatványozással tör-tén®) kiszámítása után azt kapjuk, hogy a b2 szám n-nel osztva 1 maradékotad, ugyanakkor b maradéka modulo n se nem 1 se nem −1. Másképpen fogal-mazva, az n szám osztója a b2 − 1 = (b + 1)(b − 1) szorzatnak, de nem osztójaegyik tényez®nek sem. Így n-nek egy valódi osztóját nyerjük, ha az euklideszialgoritmussal kiszámítjuk mondjuk b − 1 és n legnagyobb közös osztóját.Diszkrét logaritmus. Legyen most a és b az A kommutatív soport kételeme. Tegyük fel, hogy b az a elemnek valamilyen at hatványával egyezik meg.A feladat, hogy keressünk egy ilyen t számot. Világos, hogy t modulo az a elem
o(a) rendje egyértelm¶en meghatározott. Az egyszer¶ség kedvéért feltesszük,hogy ismerjük az o(a) és az o(b) számokat. (Például kiszámítottuk a fenti rend-számoló algoritmussal.) Világos, hogy o(b) az o(a) számnak egy osztója. Legyen
G a Zo(a) × Zo(b) direkt szorzat és f az a függvény, amelyre f(x, y) = ax · b−y.Ahogy el®bb, itt is feltesszük, hogy A elemei ℓ hosszú bitsorozatokkal vannak áb-rázolva. Az f(x, y) értéket itt is a gyors hatványozás segítségével számolhatjuk.Könnyen látható, hogy az f függvény a (tu, u) párokból álló részsoportot rejti,4



ahol u a modulo o(a) vett maradékokon fut végig és a második koordinátábanszerepl® u-t modulo o(b) kell érteni.Gráfok automor�zmusai és az izomor�zmus-probléma. Legyen Γ egy(irányítatlan, egyszer¶) gráf n súsal és G az Sn szimmetrikus soport. Egy
π ∈ G permutáióra legyen Γπ az a gráf, amelynek egy {a, b} súspár akkorés sak akkor éle, ha {π(a), π(b)} éle az eredeti Γ gráfnak. Ekkor az f(π) =
Γπ függvény által rejtett részsoport a Γ gráf automor�zmussoportja. Tehátebben az esetben a rejtett részsoport meghatározása nem más, mint a gráfautomor�zmussoportjának kiszámítása.Gráfok izomor�ája az autmor�zmussoport-probléma megoldásával a követ-kez® kézenfekv® módszerrel dönthet® el. Legyen Γ1 és Γ2 két gráf. Az egyszer¶ségkedvéért feltesszük, hogy mindkét gráf összefügg®. Ha nem ugyanakkora az au-tomor�zmussoportjuk, akkor nyilván nem izomorfak. Ha ugyanakkora, akkortekintsük a két gráf diszjunkt egyesítését. Ha a két gráf nem izomorf, akkor azegyesített gráf automor�zmussoportja a komponensek automor�zmussoprtja-inak direkt szorzata. Ha viszont a két gráf izomorf, akkor ez a direkt szorzat azegyesítés automorfozmussoprtjában egy 2 index¶ részsoport.Az els® két f®leg kriptográ�ai alkalmazásaik miatt fontos példára Shor java-solt polinomidej¶ kvantum-algoritmust [26, 27℄, jelent®s lökést adva a kvantum-számítógépek építésére törekv® próbálkozásoknak. A következ® fejezetben be-mutatjuk, hogyan lehet véges kommutatív soportok rejtett részsoportjait po-linom id®ben megtalálni kvantum-számítógéppel. A módszer alapvet®en Shoralgoritmusának egy kézenfekv® általánosítása. A harmadik példára � gráfok izo-mor�zmusának problémájára � azonban jelenleg nem ismert a legjobb klasszikusmódszereket megver® kvantum-algoritmus. Ugyanakkor ez a példa a nemkom-mutatív rejtett részsoport problémakörében folyó vizsgálatok legfontosabb mo-tiváló tényez®je.2. Kommutatív soportok rejtett részsoportjaiEbben a fejezetben vázoljuk azt a kvantum-algoritmust, amellyel kommu-tatív soportok rejtett részsoportjait lehet megtalálni. A módszert hasonló ál-talánosságban el®ször Kitaev írta le [18℄. Az alapvet® eszköz az úgynevezettkvantum Fourier-transzformáió, amely lényegében a széles kör¶en alkalmazottklasszikus diszkrét Fourier-transzformáió kvantum-számítógépes megfelel®je.Véges soportokkal kapsolatos kvantum-algoritmusok többségénél kulsfon-tosságú m¶veleti terep a soportalgebra, mégpedig úgy szemlélve, hogy a sopor-talgebra elemei a soportelemek szuperpozíiói. Tehát a kitüntetett ortonormáltbázist a soportelemekb®l alkotják. 11Noha a soportalgebra általában nem 2-hatvány dimenziós, tehát nem felel meg teljesenpontosan a bevezet®ben tárgyalt térnek, de G elemeinek bitsorozatokkal történ® kódolásasegítségével beágyazható ilyen térbe. 5



Legyen G egy véges kommutatív soport és jelölje Ĝ a G soport lineáriskaraktereinek soportját. A G soport Fourier-transzformáiója az a leképezés,amelynél a g ∈ G báziselem (avagy a kvantum-számítások körében népszer¶jelölésrendszerben a |g〉 állapot) képe a
1√
|G|

∑

χ∈ bG

χ(g)|χ〉állapot. Ez utóbbi a Ĝ karaktersoport algebrájának eleme. Szokás rögzíteni Gegy bázisának segítségével G és Ĝ között egy megfeleltetést (dualitást) és így aFourier-transzformáiót a soportalgebra önmagára történ® unitér leképezésénektekinteni.A Fourier-transzformáió log |G|-ben polinomiális lépésszámú kvantum-algo-ritmussal tetsz®leges pontossággal megközelíthet®. Az implementáióról itt annyitjegyeznénk meg, hogy mivel direkt szorzat Fourier-transzformáiója a kompo-nensek Fourier-transzformáióinak a tenzorszorzata, így az igazi faladat iklikussoportok Fourier transzformáiójának megvalósítása. Ez 2-hatvány rend¶ so-portokra a klasszikus gyors Fourier transzformáióhoz hasonló trükkel megy, azáltalános esetben a közelítés 2-hatványrend¶ Fourier transzformáiók segítségé-vel történik.A rejtett részsoportot megtaláló kvantum-algoritmus a következ®. Kiindu-lunk az
1√
|G|

∑

g∈G

|g〉|0〉állapotból, ahol a második részben |0〉 valójában egy ℓ hosszú supa nullábólálló bitsorozat. Erre az állapotra alkalmazva az orákulumot az
1√
|G|

∑

g∈G

|g〉|f(g)〉állapotot kapjuk. Legyen g1, . . . , g|G:H| egy H rejtett részsoport mellékosztá-lyai szerinti reprezentánsrendszer. Átsoportosítjuk a fenti összeget a másodikrészben szerepl® érték szerint:
1√
|G|

|G:H|∑

i=1

∑

h∈H

|gih〉|f(gi)〉.Ha alkalmazzuk a G soport Fourier transzformáióját, az
1

|G|

∑

χ∈ bG

|G:H|∑

i=1

∑

h∈H

χ(gih)|χ〉|f(gi)〉állapotot kapjuk. Ebben az összegben rögzített i-re és χ-re a |χ〉|f(gi〉 báziselemegyütthatója
χ(gi)

|G|

∑

h∈H

χ(h).6



Itt használtuk azt is, hogy χ(gih) = χ(gi)χ(h). A H részsoport karaktareirevonatkozó ortogonalitási reláiókat alkalmazva azt kapjuk, hogy ez az együtt-ható
0 ha χ|H 6= 1H és
χ(gi)
|G:H| , ha χ|H = 1H .Mármost, ha mérést alkalmazunk, 0 lesz a valószín¶sége, hogy a χ karaktert ta-láljuk az els® részben minden olyan χ karakterre, amelyre χ|H 6= 1H és egyaránt

1
|G:H| az olyan karakterekre, amelyekre χ|H 6= 1H . Az eljárást N = O(log |G|)-szer ismételve nagy valószín¶séggel olyan χ1, . . . , χN karaktereket kapunk, ame-lyek a H⊥ = {χ ∈ Ĝ|χ|H = 1H} soport egy generátorrendszerét alkotják. Hatényleg ez következik be, akkor a H részsoport a G soport H azon elemeib®láll, amelyekre χ1(h) = 1, . . . , χN (h) = 1. Ezek a feltételek lényegében egy li-neáris egyenletrendszerrel egyenérték¶ek a G soportban. Az egyenletrendszerklasszikus determinisztikus polinomidej¶ algoritmussal megoldható.3. Nemkommutatív próbálkozásokEbben a részben röviden áttekintjük a nemkommutatív soportok rejtettrészsoportjainak megkeresésére irányuló legígéretesebb módszereket, kitérvenéhány, a módszerek korlátaira vonatkozó eredményre is.3.1. A standard Fourier-módszerKézenfekv®nek t¶nik a kommutatív soportoknál bevált módszert alkalmaznia nemkommutatív esetben is. Akársak a kommutatív esetben, az els® menet-ben itt is a rejt® függvényt kiszámoló orákulomut alkalmazzuk a soportelemekszuperpozíiójára. A következ® lépésben a Fourier-transzformáiónak a lentebbrészletezend® nemkommutatív általánosítását alkalmazzuk, majd az eredménytmeg�gyeljük. Ezt a módszert standard Fourier-módszernek vagy röviden stan-dard módszernek hívják hívják.Egy véges nemkommutatív G soport Fourier-transzformáiója az az unitérleképezés, amelynél a g soportelem képe
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dρ∑
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dρ√
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dρ∑
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ρ(g)ij |ρ, i, j〉,ahol Ĝ a G soport komplex irreduibilis mátrixreprezentáiónak egy unitér rep-rezentánsrendszere és adott ρ reprezentáióra dρ a dimenziót, ρ(g)ij pedig a gelem az képének i-edik sor és j-edik oszlop keresztez®désében álló eleme. A kép-tér kitüntetett ortonormált báziselemeinek jelölésére szolgálnak a |ρ, i, j〉 szim-bólumok (úgynevezett "mátrixelemek")). Elég sok nemkommutatív soportraismert hatékony kvantum Fourier-transzformáió [21℄, köztük a szimmetrikussoportra is [2℄. 7



Sajnos a transzformáió függ attól, hogy az ekvivalenia-osztályokból milyenmátrixreprezentáiót választunk (azaz a megfelel® modulusban milyen bázistválasztunk). A gyenge standard Fourier-módszer sak a ρ reprezentáiónevet�gyeli meg (tehát az i, j indexeket ignorálja), vagyis itt nem jelenik meg a fentiesetlegesség. Annak a valószín¶sége, hogy éppen a ρ reprezentáiót mérjük azeljárás során
dρ

|G|

∑

h∈H

χρ(h).Ha a H részsoport normálosztó, akkor ez a valószín¶ség 0 minden olyan ρ-ra,amelynek H nins a magjában. A H-t magjukban tartalmazó reprezentáiókvalószín¶sége "eléggé egyenletes" ahhoz, hogy H-t nagy valószín¶séggel meg le-hessen határozni az eljárás viszonylag kis számú ismétlése után [9, 8℄. Kisitáltalánosabban: a gyenge Fourier-módszerrel egy rejtett részsoport úgyneve-zett normális magját (a benne lev® legnagyobb normálosztót) polinom id®benmeg lehet találni [8℄ � feltéve, hogy a soport kvantum Fourier-transzformáiójáthatékonyan el tudjuk végezni. Ez utóbbi feltételt nagy Lie típusú egyszer¶ so-portokat kompozíiófaktorként nem tartalmazó soportokban meg lehet kerülni[12℄ Babai László és R. Beals egy soportok struktúrájának kiszámítására kidol-gozott algoritmusának [3℄ trükkösen alkalmazott kvantumos implementáiójával.A standard Fourier-módszer er®s változatában az eredményesség függ az ir-reduibilis modulusok bázisának megválasztásától. Meglehet®sen nehéz feladat-nak t¶nik a legjobb bázis megválasztása: megmutatható [8℄, hogy ha a soport"eléggé" nemkommutatív és a rejtett részsoport "eléggé" kisi, akkor véletlenbázis választása esetén nem igazán nyerünk többletinformáiót a gyenge válto-zathoz képest. S®t, a merev gráfok izomor�zmusának problémájához kapsolódórejtett részsoportprobléma hatékony megoldására az er®s standard Fourier-módszer semmilyen bázissal sem használható [23℄.Egy kisit részletesebben térünk ki egy, a gyenge standard módszer korláta-ira vonatkozó eredményre. Az eredményhez vezet® munka szép példája a mélysoportelméleti eszközök alkalmazásának. Kempe és Shalev 2004-ben a szim-metrikus soportok azon részsoportjait próbálta meghatározni, amelyeket agyenge standard módszerrel rejtett részsoportként a triviális részsoporttól ha-tékonyan meg lehet különböztetni [17℄. (Általában a H1 és H2 részsoport poli-nom idej¶ megkülönböztetése alatt itt olyan log |G|-ben polinom idej¶ kvantum-algoritmust értünk, amely minden olyan f függvényre, amely vagy a H1 vagya H2 részsoportot rejti, nagy valószín¶séggel helyesen dönt.) Nevezzük ebbena dolgozatban a triviálistól ilyen értelemben hatékonyan megkülönböztethet®soportokat röviden megkülönböztethet®nek.Kempe és Shalev azt sejtették, hogy éppen azok a permutáiósoportok amegkülönböztethet®k, amelyek tartalmaznak olyan nem identikus permutáiót,amely sak konstans sok elemet mozgat. Mivel összesen is sak polinom sok ilyenpermutáió van, az ezeken történ® kimerít® kereséssel a részsoport klasszikusmódszerrel is megkülönböztethet® a triviálistól. Érdemes megjegyezni, hogy egy
H permutáiósoportban az 1 6= h ∈ H permutáió által mozgatott elemek szá-mának minimuma H minimális fokszámaként ismert és jelent®s szerepet játszik8



a permutáiósoportok vizsgálatában ®sid®kt®l fogva [14, 15℄.A sejtést Kempe és Shalev 2004-ben fontos speiális esetekre, nevezetesenkisméret¶, illetve primitív permutáiósoportra igazolta. A primitív esetben abizonyítás a véges egyszer¶ soportok osztályozására támaszkodó eredménye-ket használ. A megkülönböztethet® primitív permutáiósoportok kizárólag az
An alternáló és az Sn szimmetrikus soport. Kés®bb Pyber László satlakozá-sával sikerült a sejtést � ugyansak az osztályozáson múló mély eredményeketfelhasználva � teljes mértékben igazolniuk [16℄.Az alábbi vázlatos gondolatmenet érzékelteti az összefüggést a megkülön-böztethetetlenség és a minimális fokszám között. Ha egy tetsz®leges G soport
H részsoportja megkülönböztethet®, akkor a gyenge standard Fourier-módszertalkalmazva a H-t illetve a triviális részsoportot rejt® függvényre a karakterekenkapott eloszlások L1-távolsága sak polinomiálisan lehet kisi. Ez a távolság
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∑
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χρ(h).|A következ® � elemi úton bizonyítható � besléssel meg lehet szabadulni a ka-rakterekt®l:
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,ahol hG a h elem G-beli konjugáltjainak a halmazát jelöli. Esetünkben, ahol
G = Sn, egy permutáió konjugáltjainak a száma elég jól besülhet® a mozgatottelemek számának segítségével: egy k elemet mozgató permutáió konjugáltjainaka száma legalább k!/(2

k
2 (k/2)!).A standard Fourier módszer er®s változatával hatékonyan meg lehet találniaz AGL1(p) a�n soport bizonyos elég nagy rejtett részsoportjait [22℄. Úgyt¶nik azonban, hogy sokkal többet nem lehet ezzel a módszerrel elérni: bebi-zonyították [23℄, hogy önmagában alkalmatlan gráfok izomor�ájának hatékonyeldöntésére.3.2. További hatékony rejtett részsoport algoritmusokA rejtett részsoport probléma úgynevezett lekérdezési bonyolultsága poli-nomiális, elegend® az orákulumot log(G)-ben polinom sok szuperpozíióra meg-hívni. A kapott állapotokból az orákulumot tovább már nem használó, de ex-poneniális idej¶ kvantum-algoritmussal megtalálható a rejtett részsoport [5℄.Ez az eredmény azt mutatja, hogy nins könny¶ dolga annak, aki a problémanehézségét szeretné igazolni.Ugyanakkor az összes olyan G soport, amelyben jelenlegi ismereteink sze-rint minden rejtett részsoport log |G|-ben polinomidej¶ kvantum-algoritmussalhatékonyan megtalálható "majdnem" kommutatív. A dolgozatot néhány fonto-sabb ilyen speiális eset tárgyalásával zárjuk.A Dn diéder soport igen közel áll a iklikushoz. Egy, a Dn-ben rejtett 2rend¶ részsoportokat hatékonyan (azaz log n-ben polinom id®ben) megtaláló9



módszer fontos rekurziós eszköz lenne a feloldatható soportok rejtett részso-portproblémájának megtámadásához. Sajnos a legjobb Dn-re ismert módszer[20℄ id®igénye 2O(
√

log n). Megjegyezzük, hogy ez a módszer tekinthet® az els®igazán tudatos úgynevezett többregiszteres tehnikának. Az ilyen algoritmusoksok részb®l álló összefonódott (entangled) állapotokkal dolgoznak, szemben astandard Fourier-módszerrel, amely egy nagyobb lépése egyrészes állapotra al-kalmaz megfelel® unitér transzformáió után mérést, és ilyen lépéseket ismétel.Megmutatták, hogy a rejtett részsoportot hatékonyan meghatározó esetlegesáltalános algoritmus sakis sokregiszteres lehet [10℄. Igaz ez a gráfok izomor�á-jánál releváns speiális esetben is.Érdekességként megjegyezzük, hogy Dn diéder soportra van egy olyan egy-regiszteres tehnika [4℄, amelynek kvantum része polinomidej¶ és utána egy ex-poneniális idej¶ klasszikus módszerrel lehet e rejtett részsoportot megtalálni.A Zn
p ⋊Z2 soport esetére, ahol p egy prímszám viszont sikerült olyan egyregisz-teres módszert találni, amely n-ben polinom, p-ben pedig exponeniális id®benm¶ködik [7℄. Ennek az algoritmusnak egy változatát ráadásul indukiós lépés-ként lehet használni feloldható soportokban. Az eredmény egy polinom idej¶� végs® soron sokregiszteres � módszer olyan konstans feloldható hosszúságú Gsoportokra, ahol G′ konstans exponens¶. Viszonylag kevés kivétellel az összessoport, amelyben tetsz®leges rejtett részsoport a jelenleg ismert módszerekkelpolinomid®ben megtalálható, lényegében ilyen tulajdonságú.Az egyik legszebb friss többregiszteres módszer p3 rend¶ � a fenti osztálybanem tartozó � nemkommutatív soportokban oldja meg a rejtett részsoportproblémáját polinomid®ben [1℄. Az algoritmus egy, a szakirodalomból ismertközel optimális mérés meghatározásán és hatékony implementáióján alapul.Az eredményt � gyökeresen különböz® módszerrel � a közelmúltban sikerült ki-terjeszteni extraspeiálias soportokra [13℄. Az eljárás alapötlete az, hogy adottreprezentáiókat automor�zmusokkal kombinálva a tenzorszorzatukat alkalma-san be lehet "hangolni". Úgy t¶nik, a módszer kiterjeszthet® tetsz®leges 2 osz-tályú nilpotens soportra.Hivatkozások[1℄ D. Baon, A. M. Childs, W. van Dam. From optimal measurement to e�-ient quantum algorithms for the hidden subgroup problem over semidiretprodut groups, In Pro. 46th IEEE FOCS, pages 469-478, 2005.[2℄ R. Beals. Quantum omputation of Fourier transforms over symmetrigroups. In Pro. 29th ACM STOC, pages 48�53, 1997.[3℄ R. Beals and L. Babai. Las Vegas algorithms for matrix groups. InPro. 34th IEEE FOCS, pages 427�436, 1993.[4℄ M. Ettinger and P. Høyer. On quantum algorithms for nonommutativehidden subgroups. Adv. in Appl. Math., 25(3), pages 239�251, 2000.10
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