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1. Bevezetés1.1. A vizsgált feladatokAz értekezésben különféle algebrai problémák algoritmikus vonatko-zásait tárgyaljuk. Ezen problémák egy jó része mátrixalgebrák, illetvemodulusok struktúrájával kapsolatos. Az ilyen feladatok maguktól érte-t®d®en adódnak például soportok számítógépes reprezentáióelméleté-ben, de felvet®dnek más struktúrákkal, például Lie-algebrákkal kapso-latos számítások során is. Hatékony megoldásuk jelent®s szerepet játszikpéldául a GAP [13℄ és a MAGMA [2℄ számítógépes algebrai rendszerek-ben.A mátrixalgebrás problémák mellett foglalkozunk olyan kérdések-kel is, mint véges kommutatív soport szorzótáblájának tesztelése, mintkvantum-kapukészletek számítási erejének algoritmikus vizsgálhatósága,vagy mint az úgynevezett rejtett részsoport problémája. Ez utóbbi kö-zös általánosítása olyan feladatoknak, amelyek megoldásában a kvantum-számítógépekre tervezett algoritmusok exponeniálisan gyorsabbak az is-mert klasszikus módszereknél és olyan érdekes problémáknak (példáulgráfok izomor�ájának eldöntése), amelyeknek bonyolultságát intenzívenvizsgálják.
1.2. Az alkalmazott módszerekA dolgozatban kitüntetett szerepet játszanak a véletlent használó al-goritmusok, de bemutatunk determinisztikus eljárásokat is, ezek közöttegy olyan eredménnyel, amely egy viszonylag egyszer¶ randomizált al-goritmust helyettesít hatékony determinisztikus módszerrel. Ez utóbbi-val hozható párhuzamba az az eredményünk, amelyben egy � a kvantu-mos világban természetesen adódó � kvantumgépes módszert váltunk kiklasszikus randomizált algoritmussal egy kisi többletinformáió elérhet®-ségének feltételezése mellett. A rejtett részsoport problémakörében elértkvantumgépes eredményünkben az alapvet® tehnikai összetev® egyfajtastatisztikai döntési eljárás. A kapukészletek számítási erejével kapsola-
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tos módszerünk ugyanakkor mélyebb algebrai eredmények felhasználásánalapszik.
1.3. Az értekezés szerkezeteA disszertáió tíz fejezetb®l áll. Ezek közül az els® a legfontosabb ered-ményeket foglalja össze, a második pedig a vizsgált problémák elméletihátterét és a felhasznált algoritmikus módszereket tekinti át. Itt a többitémánál részletesebben tárgyaljuk azt a kvantumgép-modellt, amelyet akés®bbiekben használunk.Eredményeinket a hátralev® nyol fejezetben mutatjuk be. Ezek kö-zül öt foglalkozik mátrixalgebrákkal, illetve asszoiatív algebrák felettimodulusokkal. Ebben a részben kitüntetett szerepet játszik a Jaobson-radikál, az algebra legb®vebb nilpotens ideálja. Az utolsó három fejezet-ben kvantum-számítógépekkel kapsolatos eredményeket mutatunk be.
2. A f® eredmények2.1. Algoritmusok mátrixalgebrákra és modulusokraAz eredmények els® soportja mátrixalgebrákkal és modulusokkalkapsolatos algoritmikus problémákra vonatkozik. Az ilyen algoritmu-sok fontos szerepet játszanak a számítógépes matematika különböz® te-rületein. Már szó volt a számítógépes reprezentáióelméletr®l és a Lie-algebrákkal kapsolatos számításokról. Itt hadd említsünk még egy alkal-mazási irányt. A mátrixalgebrás eljárások fontos épít®kövei a [32℄ és a[22℄ dolgozatokban javasolt nemkommutatív számelméleti algoritmusok-nak, amelyek váratlanul szerephez jutottak a többsatornás kommuniká-ióban újabban alkalmazott kódolási eljárásokban [20℄.A mátrixalgebrákkal kapsolatos korai algoritmikus jelleg¶ eredmé-nyek közül itt L. E. Dikson 1923-ban megjelent m¶véb®l [5℄ a nulla ka-rakterisztikájú alaptest fölötti algebrák radikáljának számításra kiválóanalkalmas karakterizáióját említenénk. Algebrák struktúrájának kiszámí-
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tására szolgáló polinom idej¶ módszerek els® szisztematikus gy¶jteményeFriedl Katalin és Rónyai Lajos 1983-as munkájában [12℄ lelhet® fel. Az-óta a tárház jelent®s mértékben b®vült, immár a gyakorlatban legfon-tosabb alaptestek feletti mátrixalgebrák legtöbb strukturális invariánsakiszámolható polinom id®ben.Mint már említettük, eredményeink ezen soportjában kitüntetett sze-repet játszik az egyik fontos strukturális invariáns, a Jaobson-féle radikál(a rövidség kedvéért: radikál). Egy A asszoiatív algebra Rad(A) radikálja
A-nak a legnagyobb nilpotens ideálja. Különféle alaptestekre ismertek aDikson-féle jellemzés általánosításán alapuló módszerek, amelyek a ra-dikált (szemi-)lineáris egyenletrendszerek megoldásával számítják ki. Vé-ges alaptestekre Rónyai Lajos adott el®ször polinom idej¶ módszert [31℄,ennek W. Eberly készítette el egy a nem prímtest feletti algebrákra va-lamivel hatékonyabban m¶köd® változatát [8℄. Véges testek transzen-dens b®vítései feletti algebrákra a [23℄ dolgozatban található módszer,amelyet di�ereniálalgebrában felmerül® problémák megoldására is lehethasználni [14℄. A legáltalánosabb p karakterisztikájú testek felett m¶-köd® hatékony módszer a [3℄ dolgozatban található. A m¶ködéshez egyolyan kiegészít® eljárás szükséges, amely megoldja az alaptest felett az
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m = 0 alakú � úgynevezett p-szemilineáris � egyenleteket.Az [I01℄ dolgozat alapján készült rövid harmadik fejezetben a radi-kálszámítás egy alkalmazását mutatjuk be mátrixfélsoportokra:

• Polinom id®ben eldönthet®, hogy egy véges test konstans transzen-deniafokú b®vítése feletti, generátorokkal adott mátrixfélsoportvéges-e.
Az [I99℄ ikken alapuló negyedik fejezet f® eredményeinek ismerteté-sét egy kis kerül®vel kezdjük. Említettük, hogy p karakterisztikában a [3℄dolgozat módszere p-szemilineáris egyenletrendszerek megoldásán múlik.Az x
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együttható p-edik gyökének kiszámításával egyenérték¶. Gyökvonás már-pedig supán a testm¶veleteket használó algoritmussal nem lehetséges:egy testelem p-edik gyökének létezése általános alaptest felett algorit-mikusan eldönthetetlen. Következésképpen � ahogy W. Eberly megmu-tatta [7℄ � kommutatív mátrixalgebrák radikáljának kiszámítására sin-sen általános, sak a testm¶veleteket használó módszer. Ennek kapsánazt sejtette, hogy nins további nehézség a nemkommutatív esetben. A[3℄ dolgozat alapján az adódik, hogy a kiszámíthatóság szintjén ténylegez a helyzet, de a módszer nem ad meg polinom idej¶ redukiót egyet-len kommutatív algebra radikáljának kiszámítására. Többek közt az ilyenvisszavezetés létezésének kérdése kapsán kezdtük el vizsgálni a radikálkiszámításának lehetséges alternatív (azaz nem a Dikson-féle jellemzésáltalánosításain alapuló) módszereit.Párhuzamosan W. A. de Graaf egy, a nulla karakterisztikájú Lie-algebrák radikáljának kiszámítására szolgáló praktikus algoritmuson dol-gozott [15℄, amely sebességében a gyakorlatban sokkal gyorsabbnak bizo-nyult a Dikson-féle jellemzéshez hasonló tételen alapuló "hagyományos"módszernél. W. A. de Graaf eljárása úgynevezett Cartan-részalgebrákkiszámításán (ld. [17℄) alapul. Módszerének gyakorlatban mutatott si-keressége alapján arra jutottunk, hogy az asszoiatív esetben bizonyoskommutatív részalgebrák (úgynevezett maximális tóruszok) hasznosaklehetnek. (Megjegyezzük, hogy asszoiatív algebrák Lie-algebrájában aCartan-részalgebrák a maximális tóruszok entralizátorai. Az sem mellé-kes, hogy maximális tóruszok determinisztikus polinom idej¶ algoritmus-sal találhatók [16℄, s®t, sokféle alaptest esetében véletlen elemek segítsé-gével nagyon gyorsan kaphatók.) A negyedik fejezet egyik f® eredménye,hogy az új megközelítés megadja a keresett redukiót:
• Egy A mátrixalgebra radikáljának a kiszámítása determinisztikuspolinom idej¶ algoritmussal visszavezethet® egy olyan kommutatívalgebra radikáljának a kiszámítására, amely faktora A egy részal-gebrájának.A bemenet olyan mátrixokból áll, amelyek generálják A-t. A kimene-4



tet pedig olyan mátrixok alkotják, amelyek által generált ideál Rad(A).Ugyanez az eredmény (sak egy másik polinommal az id®korlátot ille-t®en), ha a kimenetben és/vagy a bemenetben lineáris bázisokat követe-lünk meg. A bonyolultságot a végrehajtott testm¶veletek számában mér-jük.Annak kedvéért, hogy megmutathassuk a kapsolatot a következ® kétfejezet tartalmával, megemlítjük, hogy a fenti algoritmust megalapozóstruktúratételek azt mondják ki, hogy Rad(A) felbomlik két lineáris alte-rének összegére, amelyekb®l az egyik a T maximális tórusz entralizáto-rának a radikálja által generált ideál, a másik pedig a kommutátorokbólálló [A, C] altér, ahol C a T tórusz azon elemeib®l áll, amelyek entrálisakmodulo Rad(A). A kés®bbiekben C-re mint T szemi-entrális részére ésaz [A, C] altérre mint Rad(A) kommutátor-részére hivatkozunk. Termé-szetesen ahhoz, hogy a C szemi-entrális részt Rad(A) el®zetes ismeretenélkül kiszámítsuk, szükségünk van C egy alternatív jellemzésére. Egyilyen jellemzést meg is adunk a dolgozatban.Kidolgoztunk egy, a fent említett redukiós módszer elvi részein ala-puló véletlent használó módszert is, amely olyan perfekt testek felett m¶-ködik, amelyekben polinomok négyzetmentes részét hatékonyan ki lehetszámítani. Az algoritmust egy kiegészített input modellel írtuk le: feltéte-leztünk egy olyan eljárás segítségét is, amely A-nak bizonyos algebrai ér-telemben vett "véletlen" elemeit állítja el®. A "véletlen" alatt azt értjük,hogy a eljárás által kiadott elemek jó eséllyel elkerülik rögzített alasonyfokú polinomok zérushelyeit. Megjegyezzük, hogy ez a feltétel közvetveazt is maga után vonja, hogy az alaptestnek "elég nagynak" kell lennie.Fordítva, ha az alaptest "elég nagy" és A-nak egy lineáris bázisa adott,akkor egy ilyen eljárás O(n4) id®ben implementálható elég nagy tarto-mányból véletlenül választott együtthatókkal vett lineáris kombináióksegítségével. Ugyanakkor ha A-nak sak algebra generátorai állnak ren-delkezésre, a kés®bb részletesebben is tárgyalandó MeatAxe [21℄ program-rendszer véletlenelem-generátora néhány mátrixszorzás árán a gyakorlat-ban jól használható elemeket ad. Algoritmusunk eredménye egy olyan
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rendszer, amely mint ideált generálja Rad(A)-t. Egy ilyen rendszerb®lpersze polinom id®ben kiszámolható Rad(A) egy lineáris bázisa is, denagy dimenziós radikál esetén ez a polinom elég magas fokú. Ugyanakkorsok gyakorlati esetben tényleg elég ideál-generátorokat megadni. Rando-mizált algoritmusunk bonyolultságát itt az egyszer¶ség kedvéért abbana fontos speiális esetben ismertetjük, amikor a generátorok száma kons-tans.
• Tegyük fel, hogy K egy perfekt test és az A ≤ Mn(K) mártix-algebra m generátorral adott, ahol m konstans. Ekkor nagyjából

O(n4) alapm¶velettel el®állítható mátrixok egy olyan rendszere,amely által generált ideál éppen Rad(A).Fent Mn(K)-val a szokásoknak megfelel®en a K test elemeib®l álló n×n-es mátrixok alkotta algebrát jelöltük. Az eredmény pontos leírása az ér-tekezésben Theorem 4.3 ím alatt szerepel. Az algoritmus Monte Carlotípusú, azaz kis valószín¶séggel az output lehet hibás is. A hiba valószí-n¶sége a szokásos módon � ismétléssel � exponeniálisan kisivé tehet®.A fenti hozzávet®leges ismertetésben a durva O(n4)-es korlátból elhagy-tunk polilogaritmikus faktorokat. Elhanyagoltuk továbbá nagyjából O(n)algebrai értelemeben vett véletlen elem el®állításának és ugyanannyi po-linom négyzetmentes részének a költségét. Az O(n4)-es korlát poliloga-ritmikus faktor erejéig akkor igaz tehát, ha a K test felett a polinomoknégyzetmentes része kiszámítható O(n3) m¶velettel és O(n3) m¶velettelnyerhet®k "véletlen" elemek A -ból. Megjegyezzük, hogy nulla karakte-risztikában vagy véges testek felett az el®bbi feladat közel lineáris id®benmegoldható. Ha A bázisa is adott és a véletlen elemeket véletlen lineáriskombináiók képzésével állítjuk el®, akkor a módszer költsége (a legtöbbfontos alaptest felett) nagyjából O(n5). Az összehasonlítás kedvéért meg-jegyezzük, hogy 0 karakterisztikában a Dikson-féle jellemzésen alapulómódszer költsége tudomásunk szerint legalább n6-os nagyságrend¶.Az ötödik és hatodik fejezetekben a fenti módszerével közeli rokon-ságban álló alapelveken m¶köd® algoritmusokat ismertetünk véges testek6



feletti algebrák radikáljának kiszámítására. Ezekben a fenti algebrai vé-letlen elemek konstruálhatósága helyett azt tesszük fel, hogy egy olyansegédeszköz áll rendelkezésre, amely az algebra véletlen elemeit adja azuniform (vagy legalábbis megközelít®leg uniform) eloszlás szerint.Sok esetben � mint például a már érint®legesen említett MeatAxerendszer esetében � elegend® a radikál egy nemtriviális elemét el®állítani.A MeatAxe egy széles körben elterjedt eljárásgy¶jtemény véges testekfeletti algebrák feletti modulusok kezelésére. A legfontosabb alkotóelemegyfajta konstruktív irreduibilitás-teszt, amely reduibilis modulusok-ban talál egy nemtriviális részmodulust. R. Parker eredeti módszere [30℄a gyakorlatban kit¶n®en m¶ködik kis alaptestek esetén. D. F. Holt ésS. Rees kidolgozott egy általánosabb esetben is hatékony, véletlen ele-meket használó eljárást. Az új módszer elméletben is és a gyakorlatbanis igen jól teljesít tetsz®leges véges alaptest felett, kivéve néhány spei-ális szerkezet¶ algebraosztályt. Észrevettük, hogy ezekben a kedvez®tlenesetekben a radikál "kommutátor-része" (ld. fentebb) játszik jelent®s sze-repet. Az is kiderült, hogy a rossz esetekben egy primitív idempotensselhelyettesíteni lehet a maximális tórusz szemi-entrális részét. Primitívidempotens pedig igen jó eséllyel nyerhet® véletlen elem karakterisztikuspolinomjának felbontása segítségével. Ezt a gondolatmenetet az [IL00℄dolgozat alapján készült ötödik fejezetben fejtjük ki részletesen. Az ered-mény a következ®:
• A Holt-Rees�féle MeatAxe eljárás lényeges lassulás nélkül kiegészít-het® egy olyan algoritmussá, amely pozitív konstans valószín¶séggelminden reduibilis modulusban talál egy valódi részmodulust.A kiegészítéssel együtt a MeatAxe eljárás egy Las Vegas típusú algo-ritmussá válik. Egy Las Vegas típusú randomizált eljárás kis valószín¶-séggel lehet sikertelen, de sosem ad hibás kimenetet. Kisit konkrétab-ban, a kiegészített MeatAxe pozitív konstans valószín¶séggel vagy egyirreduibilitás-bizonyítást, vagy egy valódi részmodulust talál. Az ötödik
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fejezetben leírt eljárást el®ször a C-MeatAxe somagban, majd kés®bb aGAP [13℄ és a MAGMA [2℄ rendszerekben is implementálták.Algebrák radikáljának kiszámítására szolgáló, általános test felett m¶-köd® módszerünkben a sz¶k keresztmetszetnek a maximális tórusz szemi-entrális részének a kiszámítása bizonyult. Párhuzamosan W. Eberly ésM. Giesbreht javasolt egy igen gyors módszert véges testek feletti félig-egyszer¶ (triviális radikállal rendelkez®) algebrák felbontására [9℄. Dol-gozatukban ®k is az algebra véletlen elemeinek konstruálhatóságát felté-telezték. Felvetették, hogy ki lehet-e terjeszteni eljárásukat nemtriviálisradikál esetére is. Az [I00℄ dolgozat alapján készült hatodik fejezetben egyilyen kiterjesztéssel foglalkozunk. Eberly és Giesbreht észrevette, hogyf® eszközük, a primitív idempotensek egy teljes ortogonális rendszerénekhatékony konstruálhatóságára vonatkozó eredményük érvényes az általá-nos esetben is. Ezen a nyomon indultunk el. Primitív idempotensek tel-jes ortogonális rendszere egy maximális felhasadó tórusznak felel meg.Módszerünk lényege az, hogy egy ilyen tórusznak a szemi-entrális részegyorsan megtalálható. A felhasznált eszközök segítségével ez után az ere-deti élnál egy kisit többet is el lehet érni: nemsak a radikál, hanemegy Wedderburn-komplemens (a radikál szerinti faktorral izomorf részal-gebra) is megkonstruálható hatékonyan. Eredményünk konstans sok ge-nerátorral megadott algebrák esetére nagy vonalakban a következ®:
• Tegyük fel, hogy K egy véges test és az A ≤ Mn(K) algebra mgenerátorral adott, ahol m állandó. Ekkor nagyjából O(n3) m¶ve-letet felhasználó Las Vegas típusú módszerrel megtalálható mátri-xoknak egy olyan rendszere, amely által generált algebra A-ban egyWedderburn-komplemens, továbbá egy olyan rendszer is, amely ál-tal generált ideál A radikálja.Megjegyezzük, hogy módszerünknek egy Monte Carlo típusú változata(ahol a válasz helyessége nem garantált) O(n3)-nél valójában alasonyabbbonyolultságú: polilogaritmikus számú mátrix összeszorzásának a költsé-gével arányos, akársak Eberly és Giesbreht eljárása.8



A mátrixalgebrákkal és modulusokkal foglalkozó fejezetek közül azutolsóban, a [CIK97℄ dolgozat egyes részei alapján készült rövid hetedikfejezetben egy egyszer¶ feladat megoldására mutatunk determinisztikuspolinom idej¶ módszert. A feladat modulusok izomor�ájának konstruk-tív változata: döntsük el, hogy két modulus izomorf-e, és ha igen, adjunkis meg izomor�zmust. Ha az alaptest elég nagy, a feladatra egyszer¶ ran-domizált módszer adódik: ha a két modulus izomorf, akkor egy véletle-nül választott mor�zmus az egyikb®l a másikba valójában izomor�zmuslesz. Itt az izgalmas kérdés az, hogy helyettesíthet®-e a véletlent használómódszer polinom idej¶ determinisztikussal. Megmutatjuk, hogy a legtöbbfontos alaptest felett igen:
• Tegyük fel, hogy K egy olyan test, amely feletti mátrixalgebrák ra-dikáljának kiszámítására polinom idej¶ determinisztikus algoritmusvan. Ekkor K-algebrák feletti modulusok konstruktív izomor�zmus-problémájára is van polinom idej¶ determinisztikus módszer.Látható, hogy ebben a fejezetben is fontos szerepet kap a radikál kiszá-mítása. Itt történetesen azért, mert a fejezet f® tehnikai eszköze, a ik-likus modulusok generátorát el®állító determinisztikus algoritmus általá-ban nem m¶ködik a nem-féligegyszer¶ esetben. Megjegyezzük továbbá,hogy a vizsgált feladat speiális esete az el®ször J. Edmonds által [10℄felvetett és azóta is sokat vizsgált kérdésnek: létezik-e hatékony deter-minisztikus módszer maximális rangú mátrix keresésére mátrixok lineá-ris tereiben. A feladat gazdag és tartalmas kombinatorikai kapsolataivalfoglalkozik Lovász László ikke [28℄. Domokos Mátyás a problémával kö-zeli rokonságban álló invariánselméleti eredményeket ért el a [6℄ és egyesazt követ® publikáióiban.

2.2. Kvantum-számítógépekkel kapsolatos eredményekR. P. Feynmann vetette fel el®ször azt az ötletet, hogy a kvantum-jelenségeket esetleg hatékony számításra fel lehet használni [11℄. Akvantum-számítógép modelljeinek kidolgozása és néhány a kvantum-
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géppel a klasszikusnál hatékonyabban megoldható � játékos jelleg¶ �feladat felfedezése után P. Shor publikálta 1994-ben az els® két igazánéletszagú alkalmazást [33, 34℄: az egészek törzstényez®s felbontását el-végz®, valamint a diszkrét logaritmust kiszámoló polinomidej¶ kvantum-algoritmusát. Nem sokkal Shor eredményeinek bemutatását követ®en je-lent meg L. Grover kvantumgépes algoritmusa [18℄, amellyel egy n elem¶adatbázisban √
n lekérdezéssel lehet keresni. Ezek az eredmények jelen-t®s lökést adtak a kvantum-számítógépek �zikai megvalósítására irányulópróbálkozásoknak, és felkeltették az érdekl®dést a számítási problémákkvantum-számítógépes algoritmikus bonyolultsága iránt is. A dolgozatutolsó három fejezetében ilyen területeket érint® eredményeket mutatunkbe. Az [I07℄ dolgozat alapján készült nyoladik fejezet összekapsoljaaz értekezés reprezentáióelméleti részét a kvantumgépekkel kapsolatosproblémákkal. Itt azonban algebrák reprezentáiói helyett soportok rep-rezentáióit tekintjük. Önmagában a bemutatott algoritmus nem nehéz,a helyességének az igazolása viszont nagyon is az. A vizsgált algoritmikuskérdés tulajdonképpen kvantumgépek �zikai megvalósításával kapsola-tos: annak eldönthet®sége, hogy eszközök � úgynevezett kvantum kapuk �egy adott készlete alkalmas-e arra, hogy általános kvantum-számítógépetépíthessünk bel®le.Valamivel részletesebben, egy n kvantum bites kapu egy unitér transz-formáió az n kvantum bit állapotait magában foglaló 2n dimenziós komp-lex euklideszi téren. Egy n bites kapu N(N − 1) · · · (N − n + 1) félekép-pen satlakoztatható N ≥ n bitre, így ennyiféleképpen fogható fel Nkvantum bites kapuként. Azt mondjuk, hogy n kvantum bites kapuk egykészlete N -univerzális, ha a készletbeli kapuk összes N -bitre való satla-koztatásából nyert készlet a 2N dimenziós téren ható unitér soportnakegy s¶r¶ részsoportját generálja. Ez annak felel meg, hogy minden Nbites transzformáió tetsz®leges pontossággal megközelíthet® a készletb®lvett kapukból álló eszköz segítségével. Valamivel pontosabban: Itt a s¶-r¶séget projektív értelemben � tehát modulo a skalármátrixok � kell te-
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kinteni, ugyanis egyenérték¶nek számítanak az olyan kvantum-állapotok,amelyek egymás skalárszorosai.Viszonylag egyszer¶en igazolható, hogy N ≥ max{2, n}-re az N -univerzalitás egy N -ben monoton tulajdonság. Tehát ha egy n > 1 kvan-tum bites készlet N -univerzális valamely N ≥ n-re, akkor N ′-univerzálisminden N ′ > N -re is. Ez alapján n > 1 esetén egy n kvantum bites ka-pukészletet univerzálisnak nevezünk, ha létezik olyan N > n, melyre akészlet N -univerzális. Az univerzalitás egyfajta végs® soron való alkalmas-ságot jelent általános kvantum-számítógép építésére. Adott N -re az N -univerzalitás tesztelése eldönthet® a generált soport Zariski-lezártjánakkiszámítása útján, például H. Derksen, E. Jeandel és P. Koiran módsze-rével [4℄. Ebb®l � hasak nem tudunk valamilyen korlátot adni a legki-sebb olyan N -re, amelyre egy univerzális kapukészlet már N -univerzális� nem következik azonnal, hogy az univerzalitás algoritmikusan eldönt-het®. A nyoladik fejezet f® eredménye szerint azonban megadható egyilyen korlát:
• Ha egy n kvantum bites kapukészlet univerzális, akkor már N -univerzális bármely N ≥ 255n-re. Következésképpen az univerzali-tás algoritmikusan eldönthet® tulajdonság.Megközelítésünkb®l valójában az is adódik, hogy egy m elem¶ készletre az

N -univerzalitás eldönthet® egy m · 2O(N) egyenletb®l álló 2O(N)-változóshomogén lineáris egyenletrendszer segítségével. S¶r¶ reprezentáió ese-tén, azaz ha az input a kapukat leíró mátrixok m · 22n eleméb®l áll,
N = 255n-re az egyenletrendszer mérete még mindig polinomiális n-ben,igaz, nagyon nagy kitev®vel. A korlát bizonyítása egyrészt R. Guralnik ésP. H. Tiep egy, a véges soportok reprezentáióelmélete területér®l való2005-ös, a véges egyszer¶ soportok osztályozását falhasználó eredmé-nyét [19℄, másrészt D. Lazard nulldimenziós ideálok Hilbert-függvényénekregularitására vonatkozó korlátját [27℄ használja fel. Figyelemre méltó,hogy a véges egyszer¶ soportok osztályozása szerepet játszik egy ilyen,látszatra numerikus jelleg¶ problémánál.
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A kilenedik fejezetben az [FIMSS03℄ dolgozat egyes eredményei, il-letve az [FIMSS03℄ függelékében megjelent módszert alaposabban kifejt®[I07pre℄ ikk alapján egy olyan kvantum-algoritmust mutatunk be, amelyrejtett részsoportokat talál feloldható soportok egy bizonyos osztályá-ban.Mindazok a számítási feladatok, amelyekre a mai napig a klasszikusnálexponeniálisan gyorsabb kvantum-algoritmust találtak, többé-kevésbéközel állnak az úgynevezett rejtett részsoport problémájához. Ezzel afeladattal közös keretbe foglalhatók a Shor által megoldott problémák �diszkrét logaritmus számítása, továbbá egészek multiplikatív rendjénekkiszámítása modulo összetett számok (ez utóbbi a faktorizáióban szere-pet játszó eszköz) � és még több más érdekes feladat is. Közelebbr®l, arejtett részsoport problémája a következ®. Tegyük fel, hogy � egy haté-kony kiértékel® algoritmus vagy egy orákulum segítségével � adott egy,a G véges soporton értelmezett f függvény, amelyre az teljesül, hogyvan G-nek egy olyan H részsoportja (a rejtett részsoport), amelyre azigaz, hogy az f(x) és az f(y) értékek akkor és sak akkor egyenl®k, ha
xH = yH (szavakban: x és y a H részsoportnak ugyanabba a baloldalimellékosztályába esik). A feladat a H részsoport meghatározása, lehet®-leg az ábrázolási méretben (azaz log |G|-ben) polinom id®ben. Míg kom-mutatív soportokra tényleg létezik polinom idej¶ megoldás ld. [26, 29℄,a nemkommutatív soportok esete jelenleg is intenzíven vizsgált terület(nem kis részt azért, mert például gráfok izomor�zmusának kérdése is fel-fogható természetes módon egy rejtett részsoport-problémaként a szim-metrikus soportban). Az intenzív er®feszítések ellenére az összes soport,amelyre jelenleg polinom idej¶ kvantum-algoritmus ismert rejtett rész-soportok megdatálására igen közel áll ahhoz, hogy kommutatív legyen.Ilyen soportok egy viszonylag széles osztályára mutatunk be módszert akilenedik fejezetben.

• Kvantum-számítógéppel polinom id®ben megoldható a rejtett rész-soport problémája olyan véges, konstans feloldható hosszúságúsoportokban, amelyeknek a kommutátor részsoportja konstans
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exponens¶.Megjegyezzük, hogy 2003-ban, amikor az [FIMSS03℄ dolgozat megjelent,a fent említett osztály tartalmazta majdnem az összes ismert polinomidej¶ rejtett részsoportkeres®vel rendelkez® soportot. Jelenleg az emlí-tésre érdemes kivételek bizonyos olyan nilpotens soportok, amelyeknek akommutátor részsoportja már kommutatív, ld [1, 24, 25℄. Az eljárásbanalkalmazott módszer egy, a rejtett részsoport problémájának alkalmasanmegválasztott általánosításán alapuló indukió, ahol az indukiós lépésvoltaképpen az általánosított Reed-Muller�kódok elvén m¶köd® statisz-tikai döntés.Az értekezés utolsó, tizedik fejezete az [FIS05℄ dolgozat bizonyos részeialapján készült. Az eredmény a hetedik fejezet algoritmusával hozhatópárhuzamba. Ott egy véletlent használó klasszikus algoritmust váltot-tunk ki hatékony determinisztikussal, itt egy kvantum-algoritmussal vi-szonylag egyszer¶en megoldható feladatban keressük azt, hogy hatékonymegoldásához mennyi szükséges a kvantum-számítógép erejéb®l. Megmu-tatjuk, hogy a kvantum-algoritmus kiváltható polinom idej¶ klasszikusrandomizált módszerrel, feltéve, hogy kezünkben van egy soportelemekrendjének többszörösét kiszámoló eljárás. Tehát a kvantum-gép erejéb®lvalójában valamivel kevesebbet is elég használni, mint Shor nevezetes al-goritmusa.
• Egy véges halmazon adott bináris m¶veleti tábláról a tábla méreté-nek logaritmusában polinom idej¶ klasszikus randomizált módszer-rel tesztelhet®, hogy egy adott számot osztó exponens¶ kommu-tatív soport szorzótáblája-e. A tesztel® algoritmusokkal szembenszokásosan támasztott követelmények szerint az algoritmus mindigelfogadja a megfelel® soportok szorzótábláit és nagy valószín¶ség-gel elutasítja azokat, amelyek "távol" állnak egy megfelel® soportszorzótáblájától.A fent alkalmazott távolság egyfajta szerkesztési (az átírás mellett tör-lést és beszúrást is megenged®) távolság relatív változata. Megjegyezzük,13



hogy a hasonló feladatokra korábban ismert legjobb tesztel® módszerekenyhén szublineárisak voltak a táblázat méretében, tehát ezekhez képestexponeniális gyorsulást sikerült elérni.
Az értekezés alapjául szolgáló publikáiók[CIK97℄ A. Chistov, G. Ivanyos, M. Karpinski, Polynomial time algo-rithms for modules over �nite dimensional algebras, Pro. 1997 IS-SAC, 68�74.[FIMSS03℄ K. Friedl, G. Ivanyos, F. Magniez, M. Santha, P. Sen, Hiddentranslation and orbit oset in quantum omputing, Pro. 35th ACMSTOC, 1�9, 2003.[FIS05℄ K. Friedl, G. Ivanyos, M. Santha, E�ient testing of groups, Pro.37th ACM STOC, 157�166, 2005.[I99℄ G. Ivanyos, Finding the radial of matrix algebras using Fittingdeompositions, Journal of Pure and Applied Algebra 139, 159-182,1999.[I00℄ G. Ivanyos, Fast randomized algorithms for the struture of matrixalgebras over �nite �elds, Pro. 2000 ISSAC, 175�183.[I01℄ G. Ivanyos, Deiding �niteness for matrix semigroups over funtion�elds over �nite �elds, Israel Journal of Mathematis 124, 185�188,2001.[I07℄ G. Ivanyos, Deiding universality of quantum gates, Journal of Al-gebra 310, 49�56, 2007.[I07pre℄ G. Ivanyos, On solving random systems of linear disequations,Submitted. Preprint: arXiv:0704.2988 [quant-ph℄, 2007.[IL00℄ G. Ivanyos, K. Lux, Treating the exeptional ases of the MeatAxe,Experimental Mathematis 9, 373�381, 2000.
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