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1. fejezet

Bevezetés

A 2011.03.22-iki eldadds alapjdan lejegyezte Barndk Albert

Richard Phillips Feynman 1982 felvetése: ki lehet-e hasznalni az informatikaban, hogy
a kvantum és a valos vilag teljesen eltér? Vannak kvantumjelenségek, amelyeket nem lehet
klasszikus szamitogépen (hatékonyan) szimulalni.

Attorés: Peter Shor 1994: egészek faktorizacivja kvantum-szamitogéppel polinomidé-
ben.

Charles H. Benett, Gilles Bassard 1984: Kvantum-kriptogafia (kulcscsere). Nyilvanos
csatorndkon torténd titkositasra lehet hasznalni. Jelenleg kvantum-kriptogafia az egyetlen
olyan olyan fejlemény a témakorben, amely a gyakorlatban hasznosithat6, ami eszkézokben
létezik. Fotonparok kiildése Genfi-to alatt, svajci népszavazas titkositdsa. Kvantumtitkosi-
tas van, kvantumszamitogép egyeldre nincs, és nem vildgos, hogy lesz-e valaha.

1.1. n dimenzidés kvantumrendszer

~ Cn
A rendszer allapota egy n dimenzios egységvektor: v € C", amelyre |v| = 1.
Az el6adassorozatban a Dirac-féle jelolést (ami sok minden masra is j6) az i-edik ba-
zisvektor jelolésére hasznaljuk: v; = i), ekkor

n
v = Zai - |7)
i=1

Ugy interpretaljuk, hogy a v vektor egyszerre van az sszes lehetséges allapotban, va-
lamilyen «; sillyal. Az «; egyilitthatokat amplitidoknak nevezziik.

Meérés: Ha mérjiik (mas kifejezéssel megfigyeljiik) a v vektort, akkor |i) -t |oy
szintiséggel kapjuk.

Egyenétékii allapotok: Ha v = ev valamely € € C skalarra, akkor méréssel nem
tudjuk v-t és v'-t megkiilonboztetni (részletesebben 1d. a kvantum-biteknél).

| valo-



1.1.1. Miiveletek allapotokon

- linearis transzformacio legyen az n dimenziés térnek

- hossztarto legyen

Ha az el6z6 kettd teljesiil, akkor unitér transzformacio, azaz olyan transzformécio,
amelynek U a métrixara UU* = I teljesiil, ahol U* = UT.

Egyenétékii allapotok: Ha v = ev valamely € € C skalarra, akkor méréssel nem
tudjuk v-t és v'-t megkiilonboztetni. (Az ilyen e-t szokas globalis fazisként interpretalni.)

1.1.2. Kvantum bitek (qubit, kubit)

A C? két dimenzios komplex vektortér sztenderd bazisa, |0), |1)
Az allapot egy egységvektor: a|0) + £|1), ahol |a]? + |3 = 1
a mérésen kiviil alkalmazhatunk rédjuk unitér transzformaciokat.

1.1.3. Példak egy qubites miiveletekre

Fazismanipulaci6é. Sztenderd bazisban felirt méatrixok: (1 1), (1 . ), (60 e)
- 1 1

Ezekkel a komponensek amplitiadojat manipulaltuk. Természtesen |e;| = 1.
A harmadik mitvelet a mésodiknak skalarszorosa, ezért hatasa lényegében ugyanaz
(egyenétéki allapotot eredményez):

€(a]0) + BI1)) = €a|0) + €5]1)

és

Amibél az kovetkezik, hogy ugyanazt a valésziniiségi eloszlast kapjuk, mint az e -nal
valo szorzas elGtt.

Az Hadamard-transzformacié. FEz a kvantumszamitogépeknél kiemelten fontos mii-

velet.
1 1 1
H = NG (1 —1>

ahol az \/Li a normalo faktor.
Tulajdonsagok:



A H matrix alakulasa a |0) béaziselemre vonatkozoan

Loy + 1)

Hl0) =

Ez a |0) és |1) uniform szuperpozicidja.
Kezdetben van a |0) allapot, ezt akdrhogy mérjiik mindig a 0-t kapjuk.

o1
0) = E(I@ +11)

megmérjiik az uniform szuperpoziciot, %, % valoszintiséggel kapjuk 0-t és 1-t.

Determinisztikus allapotbol kvantum allapotot csinal, egyszerre van 0-ban és 1-ben is.

1.1. abra. Az Hadamard-transzformécio: tiikkrozés a 22.5 fokos egyenesre

1.2. A BB&4 protokoll

A BB84 egy kvantum kulcscsere séma, amit Charles Bennett és Gilles Brassard fejlesztett
ki 1984-ben. A séméaban Alice el kivanja kiildeni Bobnak a sajat privat kulcsat.
Az eljaras a kovetkezSképpen néz ki:

1. Alice vesz egy véletlen bitet (ami 0 vagy 1), ennek megfelel§ sztenderd bazisvektort
¢ = |0) vagy ¢ = |1).

2. Alice vesz még egy véletlen bitet (ami 0 vagy 1),

o {@, ha ez a bit 0

H®, haeza bit 1.



3. Alice elkiildi a ® kvantumbitet Bobnak.

4. Bob sorsol egy véletlen bitet:

o — o’ ha ez a bit 0
| H®, haezabit 1.

5. Bob megméri a ®” allapotot.

6. Bob megtargyalja Alice-szal (egy nyilvanos csatornan), hogy mi volt Alice masodik
véletlen illetve Bob véletlen bitje.

(=) Ha ezek egyeznek, akkor Alice és Bob megegyeztek a bitben.
(#) Ha nem egyeznek, akkor mindketten eldobjak és ujraprobalkoznak.

A (=) esetben " = ®.

A (#) esetben ®” = H®. Ha © = |0), akkor ®” = —(|0) +[1)). Ha pedig ® = |1), akkor
Q" = \%(1 -]0) +(—=1)-|1)). Az 5. 1épésbeni mérés utani bit 50-50%-ban egyezik meg Alice
elsG bitjével.

Ugyanez vonatkozik a kiilsé megfigyel6re is. Ha a rossz mérést csinalta, akkor 50-50%-ban
0-1 bitje van. Csak akkor latta meg a jo bitet, ha 6 is eltaldlta Alice masodik bitjét, erre
50% esélye van.

Amikor Bob eltalalta Alice masodik véletlen bitjét, kettGjiiknek lett egy "fél" titkos bitje.
Ha ezt k -szor ismételjiik, akkor k& "fél" titkos bit keletkezett. A "fél" tikos bitek hasznosak:
k ilyen bit XOR-jat képezve 1 — 2F valoszintiséggel egy "igazi" tikos bit kaphato, de vannak
gazdasagosabb moddszerek, amelyekkel tényleg kb. % igazi titkos bit nyerhetd.



2. fejezet

Két bites rendszerek

A 2011 mdrcius 22-iki eldadds alapjan irta Simon Béla

2.1. Két bites rendszerek

A standard baziselemek

100) = [0)[1)
01) = [0)[1)
[10) = [1)]0)
[11) = D1

négy dimenzios teret alkotnak: C* = C* @ C?
Uniform szuperpozici6:

%(|0>\0> +[0)]1) + [1)]0Y + 1)[1))

|0Y|0)-bol ez a kovetkezoképp allithato elo:

|0> |0> H elso részre 1 (O>) |0> H masodik részre | (O>> (0>)
o B il TN e
NG 1) )\

=5 (10)0) +[0)[1) + [1)[0) +[1)[1))

2.1.1. Szorzatallapotok
Specialis vektorok a trenzorszorzat-térben ¢ € C2, ¢ € C2, amelyek ¢ ® ¢ alaktiak.



Nem csak a baziselemek tenzorszorzata tartozik ide, hanem a béziselemek lineéris kom-
binaci6jat is képezhetjiik az elso térbol, a méasodik térbol és disztributivitis alapjan sza-
molhatjuk a trenzorszorzatuk felirdsit a standard bézisban.

2.1.2. Osszefonédott allapotok

Nem minden vektor szorzatalaki!
Példéul: )
7 (102[0) +[1)[1))

nem all elo szorzatként.

Ez az Einstein—Podolsky—Rosen-paradoxonbdl ismert tgynevezett EPR-par. Az EPR pa-
radoxon a kvantummechanika egyik nevezetes gondolatkisérlete, amelynek eredeti célja az
elmélet nemteljességének demonstralasa volt, késobb pedig a kisérleti ellenorzésben jat-
szott szerepetﬂ Egy két bites rendszer, ahol a két qubit egyméstol tavol helyezkedik el,
nem szorzatalakiak (az allapotok nem fiiggetlenek). Osszefonodott allapot koti Gssze a két
rendszert, annak ellenére, hogy tavol vannak egymaéstol.

Latni fogjuk, hogy egy ilyen 6sszefondédott par segitségével kiildheto at egy qubit egyik
helyrol a masikra.

2.1.3. A Bell-allapotok

Négy dimenzios térben specialis, egymasra merdleges egységvektorok (ortonormalt bazist
alkotnak).

¢r = 7(!0>\0>+|1>!1>)
¢ = 7 (10)10) = [1)[1))
Yt = 7(|0>|1>+|1>!0>)
v = == (0)[1) — [1)]0))

Sl

A Bell-allapotok osszefonddott dllapotok, mindegyikiik a lehet6 legnagyobb tévolsagra van
a szorzatallapotoktol.
A ¢T allapot tulajdonképpen az EPR-par.

Thttp://hu.wikipedia.org/wiki/EPR-paradoxon



2.1.4. Nem lehet klénozni,

azaz egy qubitet nem lehet lemasolni egy méasikba.
Allitas: AU : C**?—C?*? unitér transzformacio, hogy V¢ € C?
6®[0) = 0@ o
(Azaz nem megy, hogy az iires hely helyére bemasoljuk a ¢-t.)
Bizonyitas: Alkalmazzuk a kivant szabdlyt a kovetkezd allapotokra:
1

¢ = |0>7 ’1>7 \/§

(10) +11))
Ha nullara, illetve egyre végezziik:

10)10)
1)10)

A linearitas miatt a kettd kombinaciojabol

% 10[0)
01

1 1 1 1
E(I@ +11))[0) — ﬁ(|0>|0> +IDH) # — —=

V2 V2

Annyire nem egyel6k, hogy a baloldalon egy Osszfonddott allapot all, mig a jobboldalon
egy szorzatallapot

(10) + 1) © —=(10) + 1))

2.2. Teleportalas

Egy kvantumbitet szeretnénk atvinni egyik helyrol a mésikra.

e Klonozas nincs
e Megmérni nem tudjuk (0-t vagy 1-et kapunk)

e Két klasszikus bit atkiildésével végezziik (Egy EPR ¢t allapot a két rész kozott
szétosztva)

A és B kozott osszefonodott 2 bit all. A rendszer harom bites, az elso és méasodik bit
kozott szorzatallapot all. Alize szeretné atkiildeni a p kvantum-allapotot Bob-nak.
p = al0) + 4]1)
Az Osszeg tagjai kifejtve:
p lehet 0 vagy 1, a ¢" szerint két lehetoség: 0 0, vagy 1 1, ez négy taga osszeg.



2.1. abra. Osszefonodott bitek

A B
— < "

2.2. abra. Négytagnu Osszeg

Az irodalomban ismertetett viltozatokban tgynevezett Bell-mérést alkalmaznak. Ezen
a kurzuson a méréseknek csak egy sziik korét definialtuk, ezért a itt a Bell-mérést helyet-
tesitjiik egy transzformacioval és a definidlt nem egészen altalanos méréssel.
T transzformécio:

[1)]0) =1~
Ezt a T transzformaciot az elso két qubiten végezziik el, szemléletesen az elso qubitet
osszefonodtatjuk a masodikkal és a harmadikkal. Az eredmény:

10



o0 0)l)
i

Azonos atalakitassal kapjuk:

510)10) (al0) + 511))
SIDIL (010) — 511))
S0 (al1) + 510))
S1110) (al1) — 510))

A harmadik qubiten all6 vektorok egségvektorok, ezért ha az elsé két bitet megmérjiik, a
négy lehetséges eredmény (00,01, 10, 11) mindegyike azonos valosziniséggel fordul elo.
Elso két bit mérése, atkiildése Bob-nak . abra). Az abra harmadik oszlopaban szerepld
transzforméaciok segitségével Bobnal elgall mind a négy esetben Alice erdeti qubitje.
Osszességében sziikséges volt:

e EPR par
o Két klasszikus bit kiildése

e Alice két bitje a mérések kiovetkeztében elromlott, Bob EPR par része lett Alice
eredeti qubitje.

Altalanos elv kvantum-kommunikacioban: Egy qubit két klasszikus bitet ér.

11



Bob latja:

'(0,0) allapot:

'(1,1) allapot:

'(0,1) allapot:

'(1 ,0) allapot:

(|0) + 3]1))  Nem csinal semmit
(a0) — B[1))  Negalja az els6 fazisat
1
)
(a|1) + Bl0))  Oesl k[icse::lr]élése (NOT}
1

(a|1) — 3]0)) . egyszerre csere €s
fazisnegalas [ 1]
-1

2.3. abra. Elso két bit mérése, atkiildése Bob-nak

12



3. fejezet

Randomizalt nyelvosztalyok

A 2011 03.22-iki eldadds alapjdn irta Ldszlé Arpdd

3.1. Fiiggvények és nyelvek kapcsolata

Adott az f fliggvény, amelynek a bemenete legyen x. Feladat: kiszamitani az f(z) értékét.
Fiiggvények bonyolultsaga helyett nyelvek (igen-nem problémék) bonyolultsagat fogjuk
vizsgélni. Hogyan lehet attranszforméalni a fiiggvények kiszamitasi probléméajit nyelvek
eldontési probléméjara?

I. Otlet

Tekintsiik az f(x) fiiggvény bitjeit. Feltételezziik, hogy adott egy korlat a bitek szaméara
vonatkozolag. Ekkor a korlattal megegyez6 szami felismerési probléméra vezetjiik vissza a
fiiggvény kiszamitasat. Ez az eljaras altalaban nem természetes.

Pl.: Egész szamok faktorizicidja - primek nyelve

Legyen x € N, f(z) az = primtényezds felbontésa, z € P (ha x-nek nincs 1-t8l és z-td6l
kiilonb6z6 osztoja).
A primek nyelve

€ coN P: 0szt6 mint tanu
€ N P: Pratt-tétele, rekurziv tant primitiv elemekkel
€ coRP: Rabin-Miller teszt, Solovay—Strassen teszt

€ P: Agrawal-Kayal-Saxena (a primség eldonthets polinom idében)

13



3.2. Az RP nyelvosztaly

L € RP (Randomized polynomial time), ha 3M véletlent hasznaloé Turing-gép és Je >
1 (konstans), hogy

e ha x € L, akkor Pr(M elfogadja z-et) > ¢
e ha = ¢ L, akkor M nem fogadja el z-et

Feltételezve, hogy M polinomideji.
Tehat az "igen” valaszban megbizhatunk biztos, hogy nem téved. A "nem” valasz esetén,
kevesebb mint 50% a hiba valosziniisége.

I1. Otlet

Hasonl6 a fliggvény bitjeinek kiszamitdsdhoz, de most probaljuk megkeresni az z-nek a
legkisebb primosztojat. A nyelv: {(z,y)|z-nek Jy-nal nem nagyobb primosztoja}. Az x
szam primtényezds felbontésara és pl. az AKS-primtesztre tamaszkodva kdnnyti latni, hogy
ez a nyelv NP N coN P-be esik.
Az eldontendé probléma az, hogy van-e ilyen z-nek y-nal kisebb primosztéja? Az elsé
iterdcié soran megnézziik, hogy van-e x-nek a felénél nem nagyobb prim osztoja. Ha van
akkor kereshetjiik tovabb, ha nincs akkor az x egy primszam. A kovetkezs 1épésben y-nak
x negyedét valasztjuk. Ha van anndl kisebb osztoja x-nek, a kovetkezd y érték x/8 lesz,
ha nincs, akkor 3z/8. Igy folytatva binaris kereséssel O(logx) menetben megtalaljuk z
legkisebb primosztojat.

Fenti pédak mutatjak, hogy fiiggvények kiszamitasi problémaja gyakran hatékonyan
visszavezethetd eldontési problémakra.

A Las Vegas nyelvosztaly

LasVegas = RP NcoRP.

Tehéat van egy RP algoritmusunk aminek a "nem” véalasza nem megbizhat6, valamit van
egy coRP algoritmusunk aminek a "nem” valasza megbizhat6. Ha a kett6t egymés mellé
rakjuk, akkor egy olyan algoritmust kapunk, amely 50% valoszintiséggel megbizhato ”igen”
vagy "nem” vélaszt ad, vagy pedig "passz”, azaz nem sikeriilt a problémat eldénteni.

Az ilyen algoritmus esetén azt mondhatjuk, hogy egyik oldalon sincs hiba. RP illetve coRP
esetén az "igen” vagy a "nem” 4gon elképzelhetd hiba.

3.3. A BPP nyelvosztaly

L € BPP (Bounded-error probabilistic polynomial), ha IM véletlent hasznald polinom-
idej Turing-gép és 3¢ > 3 (konstans), hogy

e ha x € L, akkor Pr(M elfogadja z-et) > ¢

14



e ha x ¢ L, akkor Pr(M elutasitja z-et) > ¢

Tehat legalabb c valoszintiséggel megkapjuk a helyes valaszt. Ha k alkalommal ismétel-
jik az algoritmust akkor a déntés az ami t6bbszor jon ki mint eredmény. (Hiba becslés:
Chernoft-korlat, annak a valészintiségét becsli meg, hogy egy ¢ > % valoszintiségl esemény
k-szor mintavételezve milyen valosziniiséggel ad a k eset felében vagy még t6bb esetben
rossz valaszt. Ez exponencialisan kicsi lesz.)

Ezek azok a nyelvek amelyek hatékonyan felismerhet6k randomizélt algoritmussal.
Megjegyzés: az RP illetve Las Vegas nyelvosztalyok esetében a ¢ > % feltevés nem lényeges,
tetsz6leges ¢ > 0 is megteszi. Ismétléssel a hiba exponencidlisan csokkenthets. A BPP osz-
taly esetében azonban (hacsak nincs varatlan egybeesés a bonyolultsagi osztalyok kozott),
még az is lényeges, hogy a hiba valoszintisége az %—t()’l el van valasztva:

A PP nyelvosztaly

L € PP (Probabilistic polynomial time), ha IM véletlent hasznalé polinomideji Turing-
gep, hogy

e ha z € L, akkor Pr(M elfogadja a-et) > 3
Megj.: PP = coPP

Allitas: NP C PP, pl.: SAT € PP

Bizonyitas: Vesziink egy véletlen behelyettesitést,
e ha ez kielégiti a formulat akkor elfogadjuk.
e ha nem akkor 50 — 50%-ban sorsoluk az elfogadas és az elutasitas kozott.

Tehat ha a formulank kielégithet6 akkor van 50% esélyiink, hogy elfogadjuk plusz még egy
exponencialisan kicsi, hogy éppen egy kielégité behelyettesités huztunk.

3.4. A BQP nyelvosztaly

L € BQP (Bounded-error quantum polynomial time), ha 3C, LOGSPAC E-uniform
kvantum-aramkorsorozat (1d. a kovetkezd fejezetet), amelynek a hossza és a tarmérete
n®® | valamint 3¢ > 1(konstans), hogy

e ha x € L, akkor Pr(C, elfogadja z-et) > ¢

e ha z ¢ L, akkor Pr(C,, elutasitja z-et) > 0
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A LOGSPC E-uniformitas azt jeleni, hogy van olyan 3 szalagos — kitiintetett input-
, output-, illetve munkaszalaggal ellatott — Turing-gép, amely ha n-t kapja a bemeneti
szalagjan, az outputszalagra rairja C, aramkort (a kaput sorozatat a labak kiosztasaval
egylitt), ugy, hogy koézben csak O(logn) munkateriiletet hasznél. Uniformitas nélkiil akar
(Turing-géppel) eldonthetetlen problémékat is meg tudnank oldani kvantum (s6t, Boole-)
halozattal: legyen L egy tetszéleges binaris nyelv és legyen C, irja a kimeneti bitre azt,
hogy 1 vagy 0, aszerint, hogy n binaris szdmjegyeinek a sorozata benne van-e L-ben vagy
sem.
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4. fejezet

Kvantum-halézatok /aramkorok

A 2011.04.05.-1 eldadds alapjdn lejeqyezte Vitéz Ldszlo

4.1. Matrixok tenzorszorzata

1. Definicié. Madtrizok tenzorszorzatdrﬂ azl a mdtrizot értyik, amelynek elso blokkja gy
all elo az adott A és B mdtrizokbdl, hogy az A mdtrix elso sordnak elso elemével megszoroz-
zuk a B mdtrizot. Ezt kévetoen az A mdtriz elso sordnak mdsodik elemével megszorozzuk a
B madtrizot, ami a tenzorszorzat elso sor mdasodik blokkjdt adja eredményil. Ezen lépéseket
végrehajuk A dsszes elemére. Az eredménymdtriz lesz a tenzorszorzat. Jelélése A Q@ B.

A definiciobol kévetkezik, hogy az eredménymatrix dimenzidja megegyezik a két Ossze-
szorzand6 matrix dimenziojanak szorzataval:C* @ C' = C**. Ezeknek megfelelden felirhat-
juk A tetszoleges, és az [ identitdsmatrix tenzorszorzatat.

ap 0 Ce 0 ai n 0 Ce 0

0 a1 o 0 Q1.n :

: 0 : 0

0 e 0 a1 0 Ce 0 an

AQI= : : ;

n, 1 0 Ce 0 U 0 ce 0

0 Qp 1 : 0 Qpn :

: 0 : 0

0 Ce 0 n 1 0 Ce 0 Un.m,

http://www.math.bme.hu/~sszabo/NumerikusSzimbolikus/MatrixTenzorMultiply.pdf
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valamint

ay1 Qi2 -+ Q1n
az1 Q22
0 . 0
Qp 1 Qpn
11 Q12 -+ Qinp
21 Aa22
0
I®A =
ap1 Qp.n
0
11 Q12 -+ Q1p
21 Qa22
0 0 )
p1 - Ap.n

Matrixok fent definialt tenzorszorzésa nem kommutativ. (Viszont a felcserélt ténye-
z6kkel képzett tenzorszozat egy az eredetihez hasonld matrixot eredményez — annak egy
permutaciomatrix szerinti kunjugaltja lesz.) A tenzorszorzas tovabbi tulajdonsaga, hogy
unitér matrixok tenzorszorzata is unitér. Ezen tulajdonsagot szemlélteti az alabbi példa.

1. Példa. Tenzorszorozzuk dssze a H Hadamard mdtrizot sajdt magdval!

1 1 1
H‘E(l —1)
1 1 1 1

1
HoH=-
© 2

— =
|
—_
[
—_ =
—_ |
—_

4.2. Kvantum-hal6zatok

A kvantum kapuk 1,2,3,4... konstans sok biten 1évo unitér transzformacioknak tekinthetoek,
melyek U ® I identitasként hatnak az aramkoron. (A hdldzatot kapuk sorozata alkotja, me-
lyek kizotti kapesolat drotozdssal alakithatd ki.) Formalisan:

(U, D)(U_1®1)..(Uy® I)(U; @ I)|input)|munkaterlet(0...0))

Itt az U; ® I jelolés kissé pontatatlan: valojaban a teret a j-edik kapu "labai" és a ma-
radék gbitek szerinti terek tenzorszozatéra bontjuk, és eszerint képezziik az U; és az [
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tenzorszorzatat. Az eredmény egy 1 kvantumallapot, melyet a szamolds végén megmé-
riink. ¢ = Z asls), azaz s-et|ay|? valosziniséggel kapjuk. Nyelv felismerésénél nem

s€{0,1}*
fontos az egész s, annak csupéan a kitiintetett 0-ik bitje, az output bit.

0, p= Z |, |? valoszinfisséggel elutsitjuk a bemenetet
r={0,1}k-1
outpul =
1, p= Z || valosziniisséggel elfogadjuk a bemenetet
L r={0,1}k-1

ahol [ az ido, k pedig a tar (circuit) mérete, azaz a felhasznalt kapuk darabszama.

4.3. Részleges mérés

Ez a mérési forma olyankor hasznélatos, amikor nem az egész rendszer allapotara, hanem
mondjuk csupan egy kitiintetett bit értékére vagyunk kivancsiak. Még inkabb olyankor,
amikor tovabb nem alkalmazunk a kitiintetett bitet érinté kvantum-miveletet. A mérést
kovetden ezt a bitet mar nem tekintjiik a rendszer (a "kvantuméllapot"), részének. Az
eljaras ugy értelmezhetd, hogy itt csupdn csak a mért bit, nem pedig az egész rendszer
keriil ki a kvantumallapotbdl. A részleges mérés nem része a kurzuson definialt szamitasi
modellnek, arra hasznaljuk, hogy a jelolést egyszeriibbé tegyiik. A méréskor felbontjuk a
rendszert egy 1, illetve egy k — 1 bites rendszer tenzorszorzatara.

ok—1

C* =C?@C
A 9 vektorunk ennek megfeleloen a kovetkezGképpen bonthato fel:

Y =10) ® po+|1) ® ¢1 ,ahol

o= Y. ag-lr)Eser= Y ap-|r)

r={0,1}k~1 r={0,1}k-1

Ha csak az elso bit érdekelne benniinket, az |pg|> valoszintiséggel 0, illetve |¢;]? valo-
szintiséggel 1 lenne. Ha a maradék rendszer sorsat is kovetni szeretnénk, a mérés soran
torténteket gy éretelmezziik, a rendszer a |0) ® ¢ allapotba keriil |pg|* valoszintiséggel,

vagy az |1) ® ¢ allapotba |p;]? valoszintséggel.

4.4. Klasszikus szamitasok kvantumszamitogépen

Ahhoz, hogy a kvantumszamitégépeken szamolhassunk sziikségiink van muveletekre. A
klasszikus muveletek (NOT,OR,AND,XOR,...) azonban nem feltételniil hasznalhatoak a
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megszokott értelemben, hisz némelyikiik nem ivertdlhato, azaz nem unitér mivelet. Ilyen
példaul a VAGY miuvelet.

T,y —>x,xrVYy

|2), ly) = [2), |z Vy)
1),10) = 1), 1)
1), 1) = 1), 1)

Lathato, hogy a mivelet egyszeru kiterjesztése nem célravezeto, mivel két kiillonbozo
allapotnak ugyanaz lett a képe. A kvantummechanikdhoz igazodo6 szamitasok a reverzibilis
szamitasok, melyet Tommaso Toffoli, és Charles H. Bennett dolgozott ki a '70-es években.
A reverzibilis miveletek nagyban hasonlitanak a klasszikusakhoz, azonban mint neviik-
ben is benne van, az eredménybol minden esetben visszaallithatd az eredeti allapot. Ezen
miveleteket felfoghatjuk gy is, mint bitsorozat permutalé miveleteket. Alapmiiveletek:

e I: | X) — | X)-identitas muvelet, a 0-t 0-ba, az 1-et 1-be képezi
e NOT: |X) — | X)-negacio, a 0-t 1-be, az 1-et 0-ba képezi

e XOR: [X)|Y) — |X)|XVY)-kizar6 vagy miivelet, szoktak kontrollalt negacionak is
hivni(CNOT). Y-t negaljuk, ha X 1, méaskiilonben hagyjuk valtozatlanunl

e OR: | X)|Y)|Z) — | X)|Y)|(X vY) xor Z)-vagy mivelet. Amennyiben Z = 0, akkor
X VY.Z miatt a mavelet invertalhato.

1. Tétel. Legyen f = {0,1}" — {0,1}* T hosszi Boole hdldzattal szdmithatd. Ekkor
létezik O(T') hosszu kvantumhdldézat, ami

[ XDY) = |X)Y zor f(z)).
Pontosabban a haldzat altal megvalositott leképezés a kovetkezét tudja:
[ X)10)[0) — |X)1f(x))]0),

ahol az 10j tag a bal oldalon a mumnkateriiletet jelenti. A mtvelet végrehajtodik, majd
visszaallitja a munkateriiletet az eredeti allapotdba. A munkateriilet hossza O(T), azaz
a munkateriiletet |0...0) modon lehet szemléletesebben &brazolni. A munkateriilet kita-
karitasa egy alapvetoen fontos feladat. Szerepe a kiilvilag elszigetelése, ami viszont nehéz
feladat. Ha a munkateriiletet nem takaritanank ki, akkor annak qubitjei a kiilvilaggal Gssze-
fonodott allapotban maradhatnak, ami nagyon megnehezitené az elvégzett szamitas elem-
zését. Itt jegyezziik meg, hogy a kiilvilaggal valé spontan 0sszefon6déas megakadalyozés az
egyik legnehezebb feladat a kvantumszamitogépek épitésében.
A takaritas menete:

1. kiindulasi allapot: a mivelet Z-piszkot hagyott a munkateriileten | X')|0)|0) 5, | XD f(x))|Z)
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2. vegyiink fel még egy extra munkateriiletet | X')|0)|0)|0) 5, | X)) f(x))]Z)|0)
3. XOR a Il ¢s a TV tag kozot | X)|f(z))]|2)|0) 22 | X)) f(2))|2)|f(x))

4. végezziik el S™! az LIV és 111 targra | X)|f(z))|Z2)|f(x)) e | X)) f(x))]0)]0)
A mivelet binéris kiterjesztésével kajuk meg a kvantumparhuzamossag metatételét.

2. Tétel. Ha f(x) T idoben szamolhaté Boole fiigguénnyel, akkor létezik olyan O(T) ideji
kvantum hdlozat, ami Z a;|x)]0)]|0) — Z ag|z)|f(x))]0)

ze{0,1}™ ze{0,1}™

A tétel nem mést mond ki, mint hogy f(z) kvantumhalézattal parhuzamosan szamithato
ki az Gsszes lehetséges x-re. A (kitakaritott) munkateriilet szerepeltetésétdl a tovabbiakban
eltekintiink, annak mérete a halozat kapuinak szamaval aranyosra (vagy még kisebbre)
vehetd.

4.4.1. BPP halézat szimulaciéja BQP halézattal

BPP héalozat | BQP halozat
input b X
munka 0 0(nagyobb)
véletlen bitek (r db) Z 0

A kvantumhalézatnak a mukodéséhez nagyobb munkateriiletre van sziikség. Véletlen
kvantumbiteket az alabbi médon tudok eloallitani, ami nem mas mint Z-k szuperpozicija.

1
Ze€{0,1}2

4.5. Kiilonbség a klasszikus és kvantumgépek kozott

Klasszikus gépek esetén véges kapukészlettel dolgozhatunk. Kvantumgépeknél 1-2-3 qubi-
tes unitér transzformaciokat hasznélunk, ezek végtelen sokan vannak. Ezen transzforméciok
azonban helyettesithetoek bizonyos alkalmas véges készletekkel (an. univerzalis kapukész-
letekkel):

3. Tétel. Léteznek olyan véges kapukészletek, amelyekre tetszoleges U 1,2,3 qubites unitér
transzformdcio e-kézelitheto O(%) kapu szorzatdaval a véges készletbol.

Itt e-kozelithetoségen azt értjiik, hogy U’-t alkalmazva barmilyen v vektorra, majdnem
ugyanazt az eredményt kapom, mint ha U-t alkalmazuk volna v-re. A hiba nagysiga e.
Formalisan:

|Uv—Uv| <e¢ Y| =1
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Ha a szamitasban a T darab kaput egyenként e-kozelitovel helyettesitjiik, akkor a vég-
eredményben legfeljebb T - € eltérés tapasztalhato. Igy 6 sszhibahoz az egyes lépésekben
2 kozelités szitkséges. Ez a kapuk szaménak O(%)-szoros névelésével érhetd el.

Tegyiik fel, hogy a 1 helyett a ¢/’ allapotot kapjuk, ahol |¢) — ¢’| < §. Ekkor

¥ =10) ® o+ 1) @1

U =10) ® ¢+ |1) ® ¢

A 9 allapot esetén 0-t a |¢o|?, ¢’ esetén pedig |pp|?
bit mérése eredményeként.

valoszintséggel kapjuk meg az els6

8> — P =1]0) ® (wo — ) + 1) ® (b1 — ©DI* = |0 — el* + 1 — 1

(az utolso egyenlGség azért igaz, mert a két vektor merdleges egymasra). Innen

o — ol <0

o1 — 1| <0
és igy

ool > lol — 6

64| = || =&
Innen

[0l > Jgpol” — 20
e1l* > 1 [* — 20
Tegyiik fel, hogy ¢ esetén a helyes valasz valosziniisége legalabb C' > % Ekkor a fentiak
miatt ¢’ esetén a helyes vilasz valoszintisége legalabb C' — 20. Igy, ha
C —
2

1
§ < 2

, akkor C' helyett legalabb C" = C — 2§ > % valoszintiséggel kapunk helyes valaszt.

4.5.1. Univerzalis kapuk

Fentebb kimondtuk, hogy alkamlas véges kapukészletekkel ugyanaz a nyelv definialhato,
mint végtelennel. Olyan kapukészletet, mellyel kozeliteni tudunk 1,2,3 bites tetszoleges
kapukat univerzalis kapuknak nevezziik. Ilyen univerzalis kapukészlet:

1. Elso kisérlet:

e Az un. Toffoli kapu egy specialis 3 bites kapu (CCNOT)
e még néhény egy bites kaput
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2. Masodik, szebb kapukészlet
e CNOT | X)|Y) — |X)|X xor Y)
e H, az Hadamard-transzformécio

* (é 2)7 ahol |Z| = 1, azaz Z egy 1 abszolut értékd komplex szam
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5. fejezet

A Deutsch-Jozsa algoritmus
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6. fejezet

Grover algoritmusa

A 2001.04.12-iki eldadds alapjdan irta Dulai Jozsef
Lov Grover 1996 -ban publikalta ezt az algoritmust.

6.1. A keresési feledat

Adva van egy N (kettd hatvanya vagy ketts hatvanyara kerekitett érték):
N— 27,

Van egy f fiiggvényiink{1,..., N} — {0, 1}.

dlzg € {1,...,N}, aholf(zg) = 1 (egy ilyen elem van). A tobbi n-1 elem nulla,
azazf(x) = 0.

Uz .
e Az f orakulummal adott: |z > |y >—> |z > |y XOR f(x) >, x és y n qubites.

Ezek az el6irt modon viselkednek.
A feladatunk, hogy keressiik meg az z, — t!.

1. Klasszikusan: legrosszabb esetben (N — 1) kérdés kell. Ez determinisztikus.

2. Randomizaltan: O(N) a hiba valoszintiségétdl fiiggGen ez elégséges. Minimum Q(N)kell.

. . . . l
Heurisztikusan igazolva: 55

alkalmazo algoritmust hasznalva. Sorsoljuk az 1 értéket. Véletlen beleesik az

ﬁ az esély, hogy megtaléljuk.

esetén, mitdl fliggden valaszthatjuk ki, valamint véletlen esetet

% 'baa igy

Kvantum esetén: Parhuzamosan tessziik fel a kérdéseket. Tehat a szerkezetiinkbe behe-
lyeziink egy kvantumallapotot és adott szamu miveletet, majd egy mérést végziink el
rajta.
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6.2. Osszetevok

1. Tiikrozések.

2. Forgatasok.

Tiikr6zés(1)
f- et szamitsuk ki "fazisban", a milt 6ran tanultak alapjan

TI ’ 2 3 ’ ’ . g
|z >—% (=1)7@|z >. A T, leképezés az |z¢ >-re merdleges hipersikra valo tiikrozés:
1. Ha x # zy, akkor a T}, az x -nek megfelel§ |z > bazisvektorra a T, |z >= |z >
2. Ha x = xg, akkor T, |z >= —|x >
Az z¢-ra merdleges bazisvektorokat onmagukba viszi, az xy-ra parhuzamos

vektorokat az ellentetjébe viszi.

|%_0=

a

HIPERSIK

V -|x 0=

6.1. abra. Hipersikra valo tiikrozés(1)
A T, transzformacio az |z >+ hipersikra valo tiikrozés.

Tiikr6zés(2):
A
=
o =— |z >
PP
uniform szuperpoziciéra | hipersikra valé Ty tiikrozés,
A Ty implementacidja N = 2" esetén:
o H®( > .

+ HO|0 >= .
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Ad:)

B

Hipersik

v o

6.2. abra. Hipersikra valo tiikrozés(2)

+ H®"® =10 >

A teriink, amiben dolgozunk: N = 2", azaz n darab 2 dimenzids térnek a tenzorszor-
zata. Az n darab Hadamard tarnszormacio tenzorszorzatat jeloljitk H®"-nel. A csupa
nulla bitet, az Osszes Gsszes uniform szuperpozicioba fogja vinni. A n darab qubitre
torténé Hadaramd-transzformacié egymas utani alkalmazéasaval kaphaté, bonyolult-
saga tehat: n.

e Tjo~= |0 >L.re valo tiikrozés. Fix transzformacio, békén hagyja |z >-et, ha x # 0, a
nem nulla , egyébként tiikrozi (elgjelet kap, ha x # 0)

T _ |z > ;ha x40
0>= 1 —jz >  hax=0

Hatékonyan implementalhaté n qubites miivelet. Két H*"-bél és a Tjo~-bol dsszerakjuk a
dL-re valo tiikrozést:

1. Van egy vektorunk (v), ezt szeretnénk ®-re mergleges hipersikra tiikrozni. A H®"
tarnszformécio a csupa nullabol allo vektorba viszi @ vektort és ezt Tjo- -val tiikroz-

ziik, majd ezek utan visszavissziik az eredeti allapotba. Azaz:
H®" To> HO®

Ellenérizhets, hogy
T@'U = H®nﬂ0>H®nU, ha v = ‘O > |N 1>

. A linearitas miatt igy
T(D"U — H®n7—v‘0>H®n

Tehéat T hatékonyan megvalosithatd O(n) mivelettel
Van két tiikrozésiink az ordkulum Aaltal: T, és Ts. Ezek hipersikra valé tiikrozések. Mi van
akkor, ha két tiikkrozést egymés utan hajtjuk végre?
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o T, vi —re valo tiikrozeés.
o T, vy —re valod tiikrozeés.
Mi torténik 3d térben?

- Két sik metszete egyenes lesz. Csupa fix pontbol 4ll. vi- és vy fixen maradnak.

(@ —p) v

\‘4
\ﬁ’ﬂ
pd

Olyan transzforméacio, aminél a vektorok nullatol vett tavolsdga nem valtozik. FEz egy
forgatas lesz. A forgatas szoge 2, ahol « a két tiikrozés tengelye (ill. ezek normalvektora)
atlal befogott szog,

Altalaban vi és vs- metszete N-2 dimenzi6s altér fixen marad, a ra meréleges sikon a
normalvektorok szogének 2szeresével vald forgatas torténik.
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7. fejezet

Grover 1I. rész

A 2011.04.12-iki eléadds alapjdn irta Fazekas Addm

7.1. Grover algoritmusa

7.1.1. Egy ,,j6” elem keresésére

Kiindulunk a ® uniform szuperpoziciobdl, és alkalmazzuk rd a két forgatas, Tj,, és Tb,
szorzatat. Ezen muvelet alkalmazsaval a ® és |zq) altal kifeszitett sikon maradunk és azt
reméljiik, hogy tobbszori alkalmazasaval eljutunk az |xg)-ba.

Sajnos ez egy nem stabil forgatas:

Az |zg) és ® szogének koszinusza a két egységvektor skalarszorzata:

N_
1
¢=— |:L“>,
N =0
igy
1
COSOx = ——
VN

Mivel N nagy, ezért « a derékszoghoz all kozel. A forgatasi muveletiink mértéke 2a, ezért
az 180°-hoz all kozel.

A 360°-o0s forgatashoz kétszer kellene elvégezni a muveletet, de ehhelyett egy hatékonyabb
megoldést alkalmazunk, a T}, - Ty forgatas helyett a —T& - T}, transzformaciot alkalmaz-
zuk. A ® és |zg) altal kifeszitett sikra megszoritva az egy m — 2« szoggel torténd forgatas.



L

7.1. abra. Forgatés szoge

3 jol kozeliti \/Lﬁ—t.
1.) Forgatas: m — 2a-val, azaz m — (7w — 23) vagyis 23 szoggel.

7.2. abra. Forgatés

Indulunk ®-bol és 25 forgatasokkal megyiink |zq) felé.

T .« z T
VN

Tehat %\/N lépésben nagyon kozel jutunk |xg)-hoz, jeloljiik ezt az allapotot 1-vel. b —|zg)
kicsi.

N—-1
)= agl|rg), ahol a,€R
=0

Ekkor oy, ~ 1 és

Z |a9[3|2

amo
kicsi, tehét %—nél boven nagyobb valoszintiséggel kapunk |zo)-t ha a ¢ allapotot megmeérjiik.
O(V/N)-nél kevesebb lépésre volt sziikség, csak szamolasi miveletek és egy ordkulumhoz

fordulas segitségével.
Az algoritmus teljesitménye sajnos nem javithato lényegesen, de jol altalanosithato.
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7.1.2. Altalanositasok tobb elemre

Egy ,,jo” elem helyett M j6 elemiink van:
Létezik pontosan M darab xy, ...,z hogy f(z1) = --- = f(xp) = 1, a tobbi x-re pedig
f(z) = 0 ugy, hogy M << N.

1. Keressiink egy jo elemet

« .0,

2. Kozelitsiik a jo elemek uniform szuperpozicidjat

Mindkét valtozat megoldhato, a bonyolultsaga O(4/ %), ennyi kvantumkérdés sziikséges.
N = 4 esetében pont egy kérdésnyit forgatunk. 4 hatvanyaira pontosan kijon a jo elemek

uniform szuperpozicioja, egyébként csak kozelitéleg.

7.2. Also6 becslés a keresési feladatra

N elem koziil egy jo, az zo. Ennek a megkeresésére felhasznaljuk az U,, orakulumot.

_ [ =) y) ha z # x
Uso |7) ly) = { |z) [INOTy)  haz = :zfg

G, =V Upy VL - Upy oo . Vo Uypy - Vi - Uy, - |0)

Valamilyen definit (]0)) allapotbél indulunk ki és minden szamolasi lépés (V;) utan van egy
ordkulumhivas (Uy,.

. Lo e A g 2 . ,
Ezt megmérve, x valoszinisége az |a,|”(az a, hosszanak a négyzete).
Ha x helyett egy x(-t alkalmazunk, akkor

N-1

d,y = Za;@) |z)

=0

kapunk, és U, helyett U, -t hasznaljuk. Ha helyesen akarjuk megmondani az xq és xy-t,
akkor @, és @) szdgének minnél jobban kozelitenie kell a derékszoget, tehat a két vektor
tavolsdga nem lehet tul kicsi.

Az @, &s @, tavolsagat gy fogjuk megbecsiilni, hogy mindkettst Osszevetjik azzaz
az allapottal, ami akkor jon létre, amikor az Uy, illetve U,, ordkulumot az "iires" ordku-
lummal, az identikus transzformécioval (|z) |y) — |x) |y)) helyettesitjiik.
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8. fejezet

Grover I11. rész

A 2011.04.12-iki el?adds alapjdn irta Vdmos Ddniel

8.1. Grover als6 becslés - folytatas

Dy = Upy Vi1 Up Vi o oo v e Uy VaU V410 >,
(I)I/D = UI/OVL+1U16VL """ Uxé%U;LO‘/l|O >,
Tegyiik fel, hogy L << v/N.

Az ordkulumot identitasra cseréljik: Vi IVZL...IV5IV1|0 >. Ebben a sorozatban az
i-edik lineéris elotti allapotot jeloljiik a kévetkez&képp:

N—

1
Z az(x7y>®’x> |y >7

y:(] r=

—_

ahol az "a,(77)" az allapotnak az a része, ami nem az ordkulum inputja.
Ezt atirva kapjuk:

N-1
> bi(z) @ |z >, ahol bi(x) = a;(x,0) ® 0 > +a;(z,1) @ |1 >
=0

Mivel SN [bz|?> minden egyes i-re, igy

L N-1

Ezért



Itt a belso Osszegek atlaga %
Ilyen feltétel mellett Jz # (), amelyekre a megfelel§ bels6 Gsszzeg legfeljebb az atlag két-
szerese:

L
> bl < 2 > In bato)? < 2

e két Osszeg esetén kapjuk meg.
Van egy korlatunk a hossznégyzet 6sszegre és ebbol megbecsiilni a hossznégyzetet a kévet-
kez6 modon lehet:

; L
=1 i=1
szamtani|négyzetes kozepe < /L - % = %

Tehat:

- T, —ra és xy — ra igazak:

Hamis futas

Kiindultunk a nulla allapotbol.
Aztan Vjorakulumhivas(I), Vo, ..., Vi IV . Up IV, . TV TVR]0 >
A
1

—_———
Ao

Itt Aq, Ay, ... allapotokat jeldlnek és az A;,q, ugy irhatjuk fel, hogy A;1 = IV; 1 A; és
azAp = |0 > rekurzionk van.

Normalis futas

Ha a rejtett elem z(, akkor az identitas:
Vii1Upo Voo Up Va Uy V110 >.
—_——

Ba
Megprobaljuk a B; és A; kiilonbségét megbecsiilni:
|BO - AQ| — O
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|Bz’+1 - Az’+1| = |Uxovi+1Bi - IV1;+1A1'| = ‘Uxo‘/;qu(Bi - Ai) + UxOViHAz’ - V1;+1Ai| = ‘Bi+1 -
Aip] < |(Usy = DViA; 4],

ahol V; - A;_qy =) bi(z) ® |z >. Erre alkalmazhatjuk mind az identitast, mind az U,,-t:
(Uzy —DViAi

e Ha = # xg, akkor azU,, és I egyenlo. Ekkor (U, bi(xg) @ |xg > —bi(zo @ |29 >) =
bi($0)<ai($o70) X ‘O > +CL¢(Z’0’1) X ’1 >

ngbi(x(]) & ’SCO >= (ai(ﬂfow) X ’1 > +(SL’011)|0 >) X |0 > .
Ezért
‘Umobi(xo) X |$0 > —bi(l'o) (%9 ‘.Z'o > ‘2 =
|6Li(ZL‘070) & |1 > +ai(x071) X |O > —ai(ﬂfo’o) ® |0 > —CLZ'(ZBOJ) X |1 > |2 = 2|6Li(l’070) — ai(x071)|2

Az egész hossza:v/2|a;(wo0) — ai(wo,)| és ez becsiilhetd a b;(zy) hossz segitségével: Be-
csiiljiink a hosszak Osszegével: v2(|ai(zo0)| + |as(zo1)]) < V2(Jai(zo0)| + lai(zo1)]) <
2v/2|bi(2o)|

Indukciéval kapjuk, hogy
L
|BL— AL < C ) |bi(xo)|
i=1
alkalmas C' > 0 konstanssal. Az z( valasztasa miatt ekkor

L
B —A;| < C—.
| L L‘— \/N

Végeredmények

1. xg-as eset:Vy 1By,

e hamis eset: V1AL

e kiilonbség: |Vi41(Br — AL)| < C\/LN, ahol V1 unitér (hossztarto).

2. xg helyett z{, esetében:

e qee . L
o kiilonbsége < C\/_N

3. wo-as és az x(- as eset kiilonbsége(tavolsaga):tul kicsi, azaz sokkal kisebb, mint QOJLN
smert az L sokkal kisebb, mint a v/N(L << v/N)
Konklizio:

* Fz ellentmondés (amiatt, hogy L << v/N).
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Megjegyzések:

* Az egyes lépésekben elkovetett hibak 6sszeadodnak.
* O(V N) méretii adatbazissal nem lehet helyettesiteni a lekérdezéseket.
* Nem elég fix szuperpoziciora feltenni a kérdést.

* A nyereség a polinomialisnal nem jobb.
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9. fejezet

Simon algoritmusa

A 2011. 04. 19.-ei eldadds alapjin készitette Tothfalusi Tamds

9.1. A feladat

Adott (ordkulummal) egy olyan f{0,1}" — {0,1}" fiiggvény, amely azt tudja, hogy 3 u €
{0,1}™ \ {0...0}, hogy f(x) = f(y) & x =y vagy x = y XOR u.

A kvantum ordkulum: Uy : |x)|0) — |x)|f(x)).

A feladat, hogy keressiik meg az u-t!

9.2. Gyors megoldas kvantumgépen

Kiindulunk a kovetkezs két regiszteres kezdGallapotbol. Alkalmazzuk az els6 registerre az

« .0,

0)]0) —" = ooy %) [0) —

Ezutan meghivjuk az Uy uniform transzformaciot, azaz parhuzamosan lekérdezziik az 6sszes
fiiggvény értékét:

U oy 1) ) —

Koévetkez§ 1épéshen csoportositjuk f értékei szerint az adatokat. Azokat gytijtjiik Gssze,
amikor az f(x) értéke egy el6re meghatéarozott y.

\/2+7—1 Zy (\/Li Zme{0,1}|x>) |Y> -
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=3, ( () + |z, XOR u))),
ahol z, = min{x | f(x) = y}.
Rogzitett y-ra:

(|, + |z, XOR u)) € C*

Ezen vektor tulajdonsiga, hogy u-val XOR-ra invarians.
Jelolés : (XOR,)
Ezen tulajdonsag segitségével probalunk az u-ra valamilyen informéciét nyerni.

Tény:

C?" térnek van olyan ortonormalt bazisa, amelynek elemei az 6sszes XOR,, tipusi transz-
forméacio kozos sajatvektorai. Tehat minden egyes béziselem sajatvektor.

Ha ebben a bazisban felirjuk ezt az invarians allapotot:
\/Li(|xy> + |z, XOR,)) , akkor csak olyan bazisvektoroknak lesz nem nulla egyiitthatoja,
amelyeknél az X OR, megfelel§ sajatértéke 1. Ezen vektorok adjak az informéciot az u-rol.

XOR, a kovetkezét tudja: |x) — | XORu)

XOR? : |x) — |x) a béaziselemeket fixen tartja, vagyis ez az identikus linearis transz-
formacio.

Legyen M egy matrix, f(M) = 0 egy f polinomra.
A sajatértéke az M-nek —> f(A) = 0.

3 v vektor, hogy Mv = \v, Iv = 1v, M?v = \%v
Bizonyités:
M?*v = M(Mv) = M(A\v) = A(Mv) = Mo = Ao.

Mbv = Moy —> §(M)v — f(A)v
azaz f(M) = 0, f(M)v = 0.
Mivel {(M) = 0 = 0v = f(A\)v = {(\)=0.

XOR2-T—=0
A2 —1 = 0, minden X sajatértékre.
A= %1,

A 0-val val6 XOR-olasnall minden sajatérték 1 lesz, egyébként a sajatértékek fele +1, fele -1
lesz, a vektorok parban vannak. = A teret 2 dimenzios alterek ¢sszegére lehet felbontani.

A felbontésbol olyan sajatvektorokat kapunk, amelyek meghatarozzak az u-t.
O
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n — 1 eset

standard bézis: |0) |1)
2 XOR-0l6 miiveletiink van:
XORy =1,

Ha felrajzoljuk:
Az XOR; transzformacié a kovetkezd két vektort cseréli meg:

Az XOR; a szogfelezére valod tiikrozés. XOR; sajatvektorai valamilyen olyan vektor,
amely a tiikrozd tengelyre esik és 0 vagy 1 sajatértékkel rendelkezik.

0 sajatérték:

(10) +11))
(10) = 1))

Stk

1 sajatérték:

1 bites esetben:
A koz0s sajatbazisba valo transzformacié az Hadamard transzformacio. (Vagyis ha fel sze-
retnénk irni egy, a standard bazisban adott vektort a sajatvektorokkal adott rendszerben,
akkor az Hadamard transzforméciot kell alkalmazni a koordinatékra.)

n-bites esetben:
H®"_et hasznaljuk, mely n biten bitenkénti Hadamard transzformaciok egymasutanisagat
jelenti.

H®" szamolasa képlettel:

H®" |x) =7
H® |x) = Zy:{o,l}’” gy |y)-

n = 1 esetben:

Hjo) = (10 + 1))

2
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H[1) = 5(10) — 1))
amvy:%-l,hax:o,vagyyzo
deyy:\/Lﬁ‘(—1>,haX:y:1
Masképpen:

Gy = 5+ (1)

n = 2 esethen:

x = (x1, x2), y = (v1, y2).
x) = x1) @ [x2)
y) = Iyl) ®y2)

Jeloljiik (H ® H),,-nal a H ® H transzformaco matrixanak az "z-edik" soranak "y-adik"
elemét. Ekkor: (H @ H),y = Hyry1 - Haoyo = 5(—1)%190 . (=1)7292 =

P
$(—1)7Wler22 ahol @ = XOR.

Altalaban a kovetkezs képpen irhato fel az Hadamard transzformacio:

" 1 ¢ " ziyimod2
Ha:y - \/27( 1>Z“1 e

Legyen (x,y) = Y i, ;y; mod 2

Masképpen fogalmazva:

H®n

l'> - \/%7 Zze{o,l}"(_l)(x’y)‘z>

Folytatjuk tovabb a szamitast:

77 2y v5lle) + lzy @ u))ly) —

Az elsé regiszteren dolgozunk.

— T 2y (7T Loy (1)) + (1)) 2))[y)
Kiszamoljuk, hogy mely egyiitthatok lesznek 0-ak illetve nem 0-ak:

(—1)@v2) 4 (—1)@®2) — () ax (u,z) = 1 mod 2 esetben, kiilsnben —2— | igy az Osszeg:

\/Qi—l Zy(\/;tnl—l Zzgul |Z>)|y>7

ahol ut = {2¢{0,1}"| > w;2; = 0 mod 2}.

39



Meérés:

Megmeérjiik az eredményt. Azt latjuk, hogy olyan (z,y) par, amelyre teljesiil, hogy
(z,y)=0. Ezek a parok egyforma valoszintiséggel jonnek eld.
Els6 tagként az olyan z-k, melyekre (z,u) = 0 (mod 2). Ezek egyenletes valoszintiséggel
jonnek ki.

Az eredmény tehat az ut egy véletlen eleme.

Ezt ismételev O(nlog n)-szer, olyan elemeket kapunk u'-bél, amelyek egyiitt nagy va-
loszintiséggel generaljak az u'-t (generalt altér).

Generalt altér: az a legsziikebb altér, amely minden vektorunkat tartalmazza.

Osszes lehetséges sszeget képezve kapjuk meg a generalt altér vektorait. Ezen vekto-
rokra merdleges vektorok csak a 0 és az u.

Osszefoglalva

10)]0) —H®" —Uf L H®"__Mrs % O(p log n) -szer ismételve.

Egy ilyen sorozatban 1 bit informaciét nyeriink az ismeretlen u-rol,

O(n log n) lIépésben pedig az Gsszes bitjérdl informaciot nyeriink.

Ez n-ben polinomiélis miivelet, amellyel nagy val6szintiséggel meg tudjuk hatérozni a titkos
u vektort.

Az y képletekne keresztiil torténé hurcolasa helyett alkalmazhattunk volna részleges mérést
is, ugyanazt az eredményt kaptuk volna:

10)|0) _ H®" __uf_ Meérés__ me" __ Mérés
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10. fejezet

A Yao-elv

A 2011 04.19.-e1 és 26.-ai eldadds alapjin készitette Labancz Anita

A Yao-elv

A legjobb randomizalt algoritmus koltsége a szaméara a legrosszabb inputon egyenlé vagy
ugyanaz, mint a legrosszabb véletlen eloszlési inputon vett legjobb determinisztikus algo-
ritmus koltsége.

Ertlmezé megjegyzések

1. Az algoritmus korekt (jo), ha legalabb 1—¢ valsziniiséggel adjon korrekt (jo) valaszt(ez
a randomizaltra vonatkozik).

2. Az algoritmus az eloszlas szerint stlyozva, az input legalabb > 1 — ¢ részén adjon
korrekt valaszt(ez a determinisztikusra vonatkozik).

10.1. Jaték

Két résztvevis zérusosszegi jaték, ahol adva van egy A matrixunk, A = (a;;), ami K X L-es
méretd. Van egy S sorjatékosunk és egy O oszlopjatékosunk. Ha S az i-edik sort valasztja
és az O a j-edik oszlopot, akkor az S megnyeri az a;; mennyiségd aranyat, az O pedig
elveszti ezt a mennyiségii aranyat(ettdl lesz zérusosszegi a jaték).

Példa. A fociban a 11-es rigas. S lesz a riago, O pedig a kapus.
Az A matrixunk a kdvetkez§ lesz:

(1)

hal,bal S nyeresége 0

A sor illetve oszlopindex: bal-jobb

Nincs g6l = { Giobb jobb O vesztesége 0
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Gol — J @aljobb © nyeresége 1
Gjohb,bal S nyeresege —1

Kevert stratégia:

Az S jatékos startégidja olyan z = R¥, ahol x; > 0 (x; valosziniiséggel vélasztja az i-dik
sort) és > x; = 1. Az O jatékosé pedig y € RY (y; >0, Y y; = 1.)

S nyeresége > a;;jx;y;. S abban érdekelt, hogy ez a mennyiség nagy legyen. O vesztesége
> a;jx;yj. O abban érdekelt, hogy ez a mennyiség kicsi maradjon.

ISP

minimumot keresi:

K n L K L
min E E Qi TiY; = miny E Yj E Qi T; | = minj E ;5 T;
Yy -~ - :
]:1 =1 =1

2 =1 j=1

S elérhet6 maximalis nyeresége

maxﬂm'ng 5 ATy = <: MAT MM E a,»jx,)

%, %

O elérhetd minimum vesztesége

mmgmax£ E QXY = (Z mmgmaxl E aijyj)

2% J
Példa. A tizenegyesrigasoknal mindkét fél akkor jar a lgjobban, ha 1/2 — 1/2 val6szinii-

séggel vilaszt a "bal-jobb" koziil.

10.2. A minimax-tétel

(Neumann Janos 1928)

42



maxgmin£ g ATy = maxgmmg g ;5T
,J ,J

A Dbels6é max esetén ismert y minden egyes koordinatajat x-ben kell maximalizalni.

Tiszta belsd stratégiara atfogalmazva

x; alapjan kell a szamok sulyozott kozepét venni.

min maxri<i<k E Qi5Y;
Y

max min<;<r, ;T
p <j< E

10.3. A Yao-elv bizonyitasa

Alkalmazzuk a minimax-tételt a kovetkezs szitudcioban: Legyen 0 < € < 1. Olyan algorit-
musokat szeretnénk optimalizalni, amelyek legfeljebb e hibaval mikddnek. A algoritmusok
koltsége legyen ¢, amelyek determinisztikusak. Két jatékos jatszik, L lehetséges inputtal. Az
ilyen algoritmusok koziil x siilyozas szerint valaszt egyet véletleniil. O jatékos n lehetséges
bemenetek koziil y sulyozés szerint valaszt egyet.

w— 1, ha i-edik algoritmus j-edik inputon helyes
Y1 0, egyébként

Erre alkalmazva a Minimax-tételt:

P, (legjobb i-edik algoritmus helyes értéket ad) = min,mazi<i<k Z a;jy;

P, (a legrosszabb algoritmus értékét adja) = maz,mini<j<r Z ;i T

Miért jo nekiink ez? Kénnyebb kezelni azokat az algoritmusokat, amik determinisztiku-
sak és csak az inputjuk véletlen.
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11. fejezet

A Simon-probléma klasszikus
bonyolultsaga

A 2011 04.26-iki eldadds alapjin irta Csernusné Addmké Eva
Simon probléma:

Adott egy f fiiggvény, f:{0,1}" — {0,1}", dgy, hogy 3! u = {0,1}" , hogy

flz)=fy) & { f:é ?gi{ Y)-

Igazolni akarjuk a kovetkezot:

A legjobb randomizalt algoritmus kéltsége (22 ), vagyis annak kéltsége, hogy hany
helyen kérdezziik meg f(x)-et.

Megkérdezziik f(z)-et N helyen - N db z-re - példaul ott, ahol N << 2"~! ¢s ha nem
talalunk {itkozést, vagyis 1,...,xny-re f(z;) # f(x;) ha i # j, akkor nagyon sok
lehetséges tippiink marad az u-ra. Az Osszes olyan u széba johet, ami nem (z; XOR z;)
alaka. A jaték arra megy ki, hogy ne talaljunk iitkozést a lekérdezettek kozott. Legyen
N < 2%, vagyis % < 2™ igy biztosan sok lesz a lekérdezettek kozott amelynél nem lesz
itkozés.

Determinisztikus algoritmus.

- Tth. legfeljebb N kérdést tesziink fel, ahol N < 1 .22

"Nagyon gonosz" bemenet.

- egyenletes valosziniiséggel véletleniil valasztunk egy u vektort, gy hogy
ue{0,1}™\ (0,...,0), és ezutan egy egyen;etes valoszintséggel egy f fiiggvényt a
kivetkezoképpen (z,x XOR y) — f(z)e{(0,1)}"

(kiilonb6z0ho6z kiilonbo6zot rendel)
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az egyenletes eloszlas "elég gonosz" lesz

azt, allitjuk, hogy ha ilyen kevés kérdést tesz fel, akkor az algoritmus jo eséllyel
hibazik,

Vilagos, hogy ha nincs iitkozés, akkor legalabb % valoszintséggel fog hibazni

tegylik fel , hogy az algoritmus elso k lépésében a kérdések az xq, xs,. ..,z helyekre
vonatkoznak

ha eddig volt iitkdzés, (vagyis valamely ¢ # j-re f(z;) = f(z;)), akkor az algoritmus
nyert és valaszként az egyetlen lehetoség az v = (z; XOR x;)

kiilonben azt mondjuk, hogy x1, s, ..., x) egy litkézésmentes sorozat

kovetkezik a k + 1-edik lépés:

az algoritmus valaszt egy x,.1 helyet, ahol megkérdezi a fiiggvényértéket, ez fiigg az
f(z1), f(xa), ..., f(xy) értékektol (ez indirekt fligg a véletlentol is)

probaljuk meg megbecsiilni azt a valoszintséget, hogy ez a sorozat iitkdzésmentes,
feltéve, hogy az elso k {itkbzésmentes:

Prob(xy,xy, . .., xpyq Uitkozésmentes | w9, x9,. ..,z litk6zésmentes )
k
= l-0—75
2n—1- (2)
> 1 K i
= — F, ugyanis
1 » k 1 k 1
k< N< =22 = << =-2"= 1< =-2"
1 (2) 8 (2) T3
Prob (xy,zs,...,xy litkozésmentes )
N-1
= Prob(zy, xq, . .., rpr Utkdzésmentes | 1, 2o, ..., x) litkozésmentes )
k=1
N-1
k
> (1— F)
k=1
N-1

AV
—_
|
™

[\
7=

k=1
N-(N-1)
- 1-
2. on-1
2
> 1o
> o
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- tehat, ha N < 627 akkor N2 < §2-2", ami azt jelenti, hogy 1 — 6% valosziniiséggel
titkbzésmentes az (x1, o, ..., xy) sorozat, és marad 2" — 1 — (g) > 2 lehetoség az
u-ra, ami azt jelenti, hogy %—nél sokkal nagyobb a hiba valészintsége.
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12. fejezet

Faktorizaci6 visszavezetése
perioduskeresésre

A 2011. dprilis 26-1 eldadds alapjin készitette Almdsi Gdbor
Torzstényezds felbontas: konnyen visszavezethetd a valodi oszto keresésére. Az egésznek
az alapja olyan (x, y) parnak a keresése, amelyre teljesiil, hogy

22 = y? mod m,
ahol az m szamot szeretnénk bontani gy, hogy
x % +y mod m.
A legtobb ismert faktorizalo algoritmus (
r(y=1), 2¥*=1,dex # +1.
Ebben az esetben Inko(m, x — 1) valodi osztoja m-nek. Miért igaz ez? Ugyanis
(12.1) ?—1=(x+1)(z—1)

oszthatdo m-mel, de annak egyik tényez6je sem oszthatd m-mel, ezért

(12.2) Inko((x — 1), m) #m
(12.3) Inko((x — 1), m) #1

kiilonben az (x 4 1) oszthaté lenne m-mel.
A legnagyobb kozos osztot az Euklideszi algoritmussal szamithatjuk ki: O log, m, tehat

jol jarunk, ha talalunk megfelel§ x-et, erre iranyul a kvantum-algoritmus (vagy véletleniil
mellékesetként talal egy osztot).
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Legyen a € Z és tegyiik fel, hogy az a relativ prim az m-hez, azaz Inko(a, m) = 1.
Ekkor létezik egy olyan r > 0 egész, hogy az a” = 1 mod m a legkisebb ilyen r, ezt agy
hivjuk, hogy az a multiplikativ rendje mod m.

Jelolés: o,,(a).
Az Osszes ilyen r az o,,(a) tobbszorose, s6t

z+— f(x) = a®mod m,

f(z) = f(y) & x — y oszthat6 o, (a)-val

Az x-bdl hogyan szamolhato hatékonyan az f(x)?
Ez (1g(z)+1g(n))°W idében szamithato. Az x bitjeinek és n bitjeinek polinomjaban szdmol-
hato gyorshatvényozassal: 1, a, a®> mod m, a* mod m, ..., a** mod m (mindig redukalunk
mod m-mel), majd az alkalmasakat Gsszeszorozzuk. Melyek az alkalmasak?
Azok, amelyekre teljesiil, hogy x megfelel§ binaris szamjegye 1.

Tehat van egy fiiggvényiink, amelynek periédusa nem maés, mint a-nak a multiplikativ
rendje, azaz o,,(a).

Definicio: legyen f : Z — {l hosszi 0-1 sorozatok}. Ekkor az f periodikus egy P perio-
dus szerint, ha f(x) = f(y) < P|(x —y) (P > 0 egész).
Tegyiik fel, hogy az f(x) hatékonyan (I+1g(z))°" polinomjaban szdmolhat. Ekkor — mint
késobb latni fogjuk — létezik (I + lgz)°™) idejti kvantum-algoritmus a P periodus kisza-
mitasara. Tehat a periddus polinom idében szamolhato, ezt alkalmazzuk a faktorizacionél.

Alkalmazas: f,(z) = a® mod m (latjuk, hogy hatékonyan szamolhat6). o,,(a) (periodus)
1g(m)°M-ben szamolhaté kvantum-algoritmussal. Ha ez igaz, akkor hogyan tudunk ebbél
faktorizalni?

Legyen m € Z, m > 0. Ekkor

o feltehetd, hogy m pératlan

e feltehetd, hogy m nem teljes hatvany

e kiilonben az m = 2% vagy m = 23 vagy ... vagy m = z* (k < log,(m))

Szervezhetiink egy ciklust: k = 2,...,1g(m) (m = 2*). Ha ez igaz, akkor hogyan
tudjuk meghatarozni z-et?
Ha m = 2%, akkor x megkereshets O lg(m) lépésben binaris kereséssel.

Allitas: ha m olyan, hogy m = pS*-...-p%, ahol p; paratlan primszam, s > 1, akkor véve
egy egyenletesen véletlen 0 < a < m szamra > % valoszintiséggel, vagy Inko(a, m) # +1,
om(a)

vagy on(a) paros és a2 # +1 mod m.
Egy ilyen a-ra
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e 1. eset: Inko(a, m) valodi osztoja m-nek

om(a)

e 2.eset: x =a 2 -vek:
22 =1és x # +1 mod m,
tehat (nko((x — 1), m) valodi osztéja m-nek; az x gyorshatvanyozassal hatékonyan
szamolhato!

Az eljaras tehat a kovetkezd 1épésekbdl all:
1. vesziink egy véletlen a-t

2. e ha nem relativ prim, akkor nyertiink
e kiilonben kiszamoljuk a rendjét
— ha paratlan = passz

om(a)

— haa 2 =41 = passz

— kiilonben nyertiink

O(lg %) ismétléssel a nyerés valoszintsége 1 — e f61¢ tehetd.

Az allitast igazoljuk (véletlen a-ra, a 2 esemény bekovetkeztének valoszintisége legalabb
%): elég azt igazolni, hogy olyan a-kra, amelyekre Inko(a, m) = 1, az esetek legalabb felé-
ben fenndll az o,,(a)-s feltétel. Ehhez segitségiil hivjuk a kinai maradéktétel egy specializalt
és erGsebb valtozatat, amely a kovetkez6t mondja ki:
legyenek ay, ..., as olyanok, hogy 0 < a; < p;, és p; nem osztja a;-t. Ekkor létezik egyér-
telmtien olyan 0 < a < m, hogy az a = a; mod p}* és Inko(a, m) = 1.
Azaz amit felhasznalunk:
véletlen a mod m « véletlen (ay,...,ay,)(mod pi*, ..., p%).

Tétel: ha p paratlan prim, akkor létezik olyan b, hogy ope(b) = p* — p*~ L.
Kovetkezmény: egy ilyen b-vel a véletlen p®-hoz relativ prim szdmok nem maéasok, mint
b* mod p®, ahol z egy véletlen 0 < z < p* — p*~! (b primitiv gyok).
Legyenek p;-re b;-k (azaz a primitiv gyokok) ilyenek;
ekkor véletlen a < véletlen (z1,...,z5)-re (b7',...,b%)-t kapjuk, ahol
0 <z <p¥ —pd ' Igy az alabbi Gsszefiiggést kapjuk:

a® —— (b7, .. b2,
Ebbél az a multiplikativ rendje a kovetkezSképpen irhato fel:
om(a) = lkkt (0,0, (b7)), ahol j =1,...,s.
Legyen p — p® ™! = 20id,, ahol d; paratlan (i = 1,...,s). Két esetet kiilsnboztetiink

meg:
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1. eset: a B;-k nem mind ugyanazok.
Feltehets, hogy (3 a legnagyobb, és (35 a legkisebb. Az esetek felében a z; paratlan, ilyenkor:

0p,1 (1) = 271 - (paratlan)

és
om(a) = 2°' - (paratlan).

Kovetkezésképpen ez egy paros szam lesz és a

om(a) —1 4
21— 201~ (paratlan) __ a1
by = b, = —1 mod pj
illetve a "
mie) 2A1—1.(paratlan)
2 _ — (&%)
b, = b, = 1 mod p;

kongruenciakbol az alabbi 6sszegzéshez jutunk:

=T —1 mod pi*
+1 mod p5?

= Nem lehet a = £1 mod m.
2. eset: minden [; ugyanaz, 3; > 0.
Az esetek felében 2y és zo kozill pontosan az egyik paros! Ezekben az esetekben az o,,(a)
paros és az
- TO N { +1 mod p{!
—1 mod p3?

vagy éppen forditva. = Azaz szintén nem lehet, hogy a = +1 mod m.
Ezzel az allitas helyességét belattuk.
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13. fejezet

Peri6dus keresése
kvantumszamitogéppel

A 2011. dprilis 26-iki eldadds alapjan készitette Zsigmond Attila

13.1. ,Nulladik megkozelités”

Legyen f : Z — {l bites sorozatok} periodikus fiiggvény P periodussal, adott |z)|0) iR
|z)| f(2)) kvantumordkulummal (unitér mivelet).
snkorrekt” feltevés: ismert a P-nek egy N tobbszorose. A tovabbiakban mod N dolgo-

P

= S la)l0) = el

majd megmérjiik a masodik regiszter tartalmat (részleges mérés f(z)-re). A mérés ered-
ménye valamely f(xg) érték:

c 1
\/_N Z |x) = NP Z z) = V.

z:f(x)=f(z0) r=x0 mod P

Legyen T, : |z) — |z + z) mod N (z-vel valo ciklikus shiftelés). Ekkor TpU = U, azaz
U sajatvektora Tp-nek 1 sajatértékkel. Esszerti az osszes szoba jov6 z-re mint periodusra
a T,-k sajatvektoraibol valo bazisra attérni.

Az igazan értékes miivelet az 1-gyel valo shiftelés mod N, azaz a T;. Matrixa:

1

T1 =
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w=|1

Lathato, hogy T, =T7.
Ty minimalpolinomja: ¥ — 1 (mert TV = I). A karakterisztikus polinom ugyanez.
Legyen w = en . Ekkor T} sajatértékei: w’, ahol j = 0,1,..., N — 1.
T; sajatvektorai:

1 N-1 N
\/_N Z w_”|i> = CI)J‘
=0

N-1
1 .
qu)] = — E uf”\i + 1) mod N
v N =0

A futo indexet atnevezziik:
i+1=1

i=1—1

Ekkor:
1 =, R R :
N0y = —— 3w DI = i 37 ) = W

QFTy: Quantum Fourier Transform (Kvantum Fourier-transzformacio)

A transzformdcié matrixdnak az oszlopai 17 sajatvektorai, pontosabban:
1 -
QFTy|i) = — w"|j
0= 75 el

Megjegyzés: QF Ty, = H (Hadamard-transzformacio).
Alkalmazzuk W-re QFTy-t:
1
x
7D > Iz

T=x0

Késobb tisztazzuk, hogy indokolt-e ezt a lépést megtenni (van-e hatékony implementécioja
a kvantum Fourier-transzformécionak)?

11 a1 1 o
T gy S S e S (2

T=x0 Y T=T0
N/P-1 N/P-1

2 : WY = 2 sz+a:oy — oY § (wa>z

T=x0 2=0 z=0
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Ez pedig egy mértani sor, melynek Osszegképletét alkalmazva:

wPy—1

w1l — (0, hawfV£1
N/P, ha w? =1, azaz Py = 0 mod N

Nem nehéz belatni, hogy néhény olyan véletlen y, amelyre Py = 0 mod N, nagy valo-
szintiséggel meghatarozza P-t, mégpedig hatékony modon.
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14. fejezet

A kvantum Fourier-transzformacio

A mdjus 3-iki eldadds alapjdn irta Varga Péter.
A modulo N vett kvantum Fourier-transzformacio (QFT) a kovetkezs @y leképezés:

| Nl
Oy i >— — wilj >,
ahol w = wy = €2 W, (1 :=+/—1) az N. primitiv egységgyok.

14.1. QFT modulo 2-hatvany

Legyen most N = 2'. Vezessiik ezt vissza a 27! esetre: alkalmazzuk a a j = 27/, illetve a
j = 27" + 1 helyettesitést és azt, hogy j binaris abrazolasa (j = >_ s = 0"715,2%) alapjan
1j >=|jo > |j’ > alaku.

2l—-1 2l=1-1 2l-1
1 .. ]_ s ) sl
Opli>=— Y wilj>=— | D Wl0> >+ w is]i> | =
22 =0 22 = 4'=0
1 2 2
=0>® Y Wil >+ull>e Y Wil >=
22 '=0 /=0
2l=11

1 . 1 1 ,
=—(]0 > 4+l >) @ — W7 >= — (|0 > +wW'1 >) @ ®oi1li mod 2 >
\/§<| 11>) = go Ny ﬁ(l 11>) ® Py

Alkalmazzuk a Hadamard transzforméciot, majd sorban i bitjeire (s = 0,1,...1 — 1) vég-

rehajtjuk a kdvetkezot:
ha i-nek az s. bitje 1, és a kimenet 1. bitje is 1, akkor az egyiitthatot szorozzuk be wgf—sel.
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QFT fromalis programmal

Célszert elGszor olyan véaltozatot bemutatni, aminél a bemeneti bitek |i > bitjei magas —
alacsony helyiértékiek, a kimeneti bitek forditva.

fort=0tol—1

H a t. bitre

fors=t+1tol—1

ha az s. és a t. bit mindketts 1, akkor szorzas wos—i+1-gyel.

Az output forditott sorrendben keletkezik, a végén a biteket meg lehet cserélni, ha za-
varo.

QFT halézattal

14.1. abra. D: duplan feltételes fazisvaltoztatas

O DDD

i,
2 ]

bitel

14.2. Uniform szuperpozici6 1étrehozasa

Olyan transzforméaciot szeretnénk konstrualni, ami ezt a szuperpoziciét hozza létre.
| Nl
0>— — 1>
| ~ ; |
®y ezt N = 2l-re megcsinalja, ezt szeretnénk altalanositani.
1. otlet - Grover-szerii 1épésekkel
1 &
—= > i >, ahol I = [logN].
V2! i=0
Grover-lépésekkel csinaljuk, N-t6l fiiggden polilogaritmikus szami 1épés kell csak: (logN )9,
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2. otlet - Mérés/eldobas

2l—1 2l—1

Z|z>|0>»—>\/_2|z>|z>N7>

Utolsé bit mérése. > 1 5 valoszintiséggel kapunk egy tokéletes uniform szuperpoziciot.
Hatranya: Ezt a miveletet egymas utan csak konstans sokszor lehet alklamazni, kiilonben
tal nagy lesz a hiba valdszintisége.

3. otlet - 2. otlet javitasa
[ >>logN
N, =2
No=N-M, ahol 2! > NM > 2! — N
csinaljuk meg az uniform szuperpoziciot(N; kettd hatvany):

N1—1 No—1 M—-1N-—

1 1

Az approximécio azért &ll fenn, mert ha Ny, Ny nagy szdmok, akkor &, %, szdmok kozt

kicsi a kiilonbség.
- |i >-t kétfelé bontjuk: [i%N >, és |i/N >.

() ()

Vagy részleges mérést alkalmazunk, vagy vissziik tovabb a mésodik tagot. Ez utobbi sem
okoz gondot, mert ez nem fonodik Ossze azzal az &llapottal, amit mi szeretnénk.

Az els6 tag az uniform szuperpozicié, amit kerestiink.

4. otlet

P

majd alkalmas (|O > —|—|1 >) atstlyozassal lecsokkentjiik az |1 > bit sulyat
|0 > esetén Pyt megoldja az uniform szuperpoziciot.
|1 > esetén N helyett N — 2-1-re rekurzio.
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15. fejezet
Sajatértékbecslés (fazisbecslés)

A 2011. mdjus 3-iki eldadds alapjdan készitette Pleva Péter

Legyen adott ordkulummal egy U unitér transzformécid, pontosabban unitér transzfor-
maciok egy olyan sorozata, melynek tagjai a rogzitett U-nak kettGhatvanyadik hatvanyai,
azaz

u,u*u,. ..

illetve egy ¢ kvantuméllapot mint U egy sajatvektora.
A feladat az, hogy becsiiljiik meg a megfelels, ¢ sajatvektorhoz tartoz6 sajatértéket.
Mivel U unitér, a sajatérték egy 1 abszolut értékt komplex szam, tehat felirhato

2T«

(&

alakban (0 < o < 1,1 = v/—1). Ebben az esetben « fazisként értelmezhetd, igy a feladat a
tovabbiakban a kozelitése.

Ezt tobbféleképpen megtehetjiik U, U? U?, ... transzformaciokat hasznalé kvantum-
aramkorok segitségével:

1. Igy peldaul a
e®|0)— p®|a elsé [ bitje)

transzformécioval adott [ bit pontossagig kozelithetjiik a-t. (A becslés bitekben mért
[ pontossaga ez esetben megegyezik a kimenet hosszéaval.)

2. Egy masik megkozelitésben rogzitett nevezdji tortekkel is approximélhatjuk a kere-
sett fazist. Adott N nevezd mellett a

e ®]0)— p®|a-hoz legkozelebbi N nevezdji tort szamlaloja )

transzforméacioval irhatjuk le a problémat. Figyeljiik meg, hogy ez az eset kdnnyen
visszavezethetd a bitenkénti megkozelitésre, igy hasonléan jo approximécioval szolgal.
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15.1. Kvantumos Fourier-transzformacio

A fentiek megoldasa el6tt azonban tekintsiik a sajatértékbecslés egy alkalmazasat, az alta-
lanos, N dimenziés Fourier-transzformaciot (QFT mod N).

=
(I)N:‘i>'—>_ Wij‘ﬂ
Py

A QFT megvalositasahoz — hasonléan mas kvantumprogramhoz — segédregisztereket
hasznalhatunk, melyeket O-val inicializdlva, majd a kvantumprogram végén visszaallitva
ezt a kezdeti értéket ideiglenes tarat hozhatunk létre. Egyetlen regiszter bevezetését a
kovetkezGképpen jelolhetjiik:

, 1w«
|Z>!0>H\/—szowj\3>\0>.

Els6ként allitsuk el6 az uniform szuperpoziciot (US) ideiglenes tarunk felhasznalasaval:

Szintén megtehetjiik, hogy a szumma argumentumat egy-egy ij-t6l fliggs egyiitthatoval
bovitjiik (CO) — gy példaul w-vel, hiszen ez az érték a regisztertartalmakbol szarmaztat-
hat6. Ehhez el6bb kiszamitjuk az ij mod N-t egy tijabb regiszterben, majd az eredmény
bitjei szerint feltételes faziseltolasokat alkalmazunk. Végezetiil a segédregiszter tartalménak
eltiintetéséhez a szorzas algoritmusat forditott iranyban hajtjuk végre. A CO transzformé-
ci6 altal tehat a kdvetkezd allapothoz jutunk:

N-1 N-1
1

= S = WD) ).

J=0 Jj=0

Vegyiik észre, hogy az elérni kivant

allapot a 7_; ciklikus shift-transzformacié sajatvektora

wi — 627”-%

o8



sajatértékkel. Igy a sajatértékbecslésnél hasznalt jeloléseket alkalmazva az

i
a=—

N

hanyados nem mas, mint ¢ fazisa. Kovetkezésképpen a CO transzformacioval elGallt al-
lapotban szerepl$ i-t tekinthetjiik az a-hoz legkdzelebbi N nevez§ji tort szamlalojanak.
Tehat a fazisbecslés (PE) algoritmusanak ismeretében:

p@]0) LS 0@ |i).

Tekintve, hogy a CO végrehajtasaval kapott allapotban mi éppen ennek a forditottjat
szertnénk elérni — vagyis az ¢ elttinését —, igy a kvantumalgoritmusoknal szokésos modon
a P& transzformacio6 inverzét kell alkalmaznunk:

fZ_w%w” —= 2w 13)10).

Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy az US, SR, CO, ill. PE™! transzformaciosorozattal
el6 tudtuk allitani ¢ kvantumos Fourier-transzformaltjat:

-1 1] .
‘I)N|Z>'u—s>rs—R>ﬂ>7fg—>_wa|J>

Az implementacié két hibaforrdsa a két kozelités, hiszen a sajatértékbecslés, ill. az
uniform szuperpozici6 létrehozasa is tobbnyire kozelit§ eredményt ad.

15.2. Sajatértékbecslés implementalasa

Legyen adott egy ¢ kvantumallapot, ill. egy megfeleld, [ bit méretii segédregiszter az output
és az ideiglenes tar szamara. A kovetkez6kben a ¢-hez tartozd sajatértéket szeretnénk
kozeliteni kvantumaramkorok segitségével. Els6ként hozzuk 1étre az uniform szuperpoziciot
a segédregiszterben:

2l—1

90®|0>'—>¢®\/—Z| \/—Z¢®|Z

Ezutan alkalmazzuk p-re U hatvanyait a kovetkezképpen: ha |i) s-edik bitje 1, akkor
hajtsuk végre az U* -hez tartozo orakulumot (s = 0, ...,[—1). Példaul i = 5 (binarisan 101)
esetén az | 1) vektor nulladik, ill. mésodik komponense 1, igy ¢-re U> il U ordkulumat
egyarant alkalmaznunk kell. Ez viszont egyenértéki az U = UY5_hisz tartozo ordkulum
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egyszeri végrehajtasaval. Figyeljiik meg, hogy mindez altalanossdgban is elmondhato, azaz
béarmely | i) az U* transzformacio alkalmazasat vonja maga utan. Tehéat:

2l—1 2l—1

Zg@@]z H—Zuw@\z

Tekintve, hogy egy transzforméacioé hatvanyaival vett szorzésnak a sajatértékhatvanyok-
kal valé szorzés felel meg, masrészt ¢ nem csak U-nak, hanem tetsz6leges U'-nek is sajat-

vektora, igy:
2l_1 2l_1

}juwmmz }:2m“¢®w

Tegyiik fel, hogy « felirhaté valamely 0 < j < 21 egész, ill. 2! hanyadosaként, vagyis

_J
a=3
alakban (tehéat j éppen az n bites kvantumtér egyik kitiintetett bazisvektora). Ekkor az a

behelyettesitésével kapott
201

27w
Zw“w@w

allapotban e nem m4s, mint a 2'-edik primitiv egységgyok, azaz wy. Vegyiik észre,
hogy 1jboli behelyettesitéssel, ill. atrendezéssel éppen j (2! dimenzios) Fourier-transzformalt-
jahoz jutunk:
2l—1

fz”

gy a keresett o (pontosabban j) meghatarozasahoz nincs més teendénk, mint o

inverzét alkalmazni:
2l—1

Zw|z~w®m

Osszességében a kovetkezd transzforméciosorozat ttjan jutottunk el ¢ fazisanak ——es
kozelitéséhez - feltéve, hogy o felithato 2!-es tort alakban:

2l—1 2l—1

PO10) 0 2 3 1) pe 5o ) S o)

Figyeljiik meg, hogy a tulajdonképpeni szamitas a Fourier-bazisban ment végbe, ami
tipikusnak mondhat6 kvantumos kornyezetben.
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Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor o nem tesz eleget a feltételiinknek, vagyis
nem irhato le egyetlen 2! nevezéji torttel. Ekkor a megfelels szamlalot az [ bites kvantum-

tér (kitiintetett) bazisvektorainak komplex egyiitthatos linearis kombinaciojaként adhatjuk
meg. Tehét a keresett fazis sziikségképpen felirhato

1 2l—-1
5 2 il
=0
2l-1 )
alakban, ahol ) |¢;j|” = 1 (¢; € C). Ezuttal ezt a "szuperpoziciot” irhatjuk be az
j=0
L{2O, o UP " transzformaciosorozat elvégzésével elgallt formulaba:

2l—1 21 21

2me

1 L . 1 b= ¢t .
T eelii=on ) et R peli).
1=0 =0

2meL

Innen - a kordbbiakhoz hasonloan - az wy = e 2’ Osszefiiggés alkalmazasaval, majd az
inverz Fourier-transzformécié végrehajtasaval kapjuk az eredményt szolgaltato

2l—1

p® Y ¢li)
=0

allapotot. Ebb&l végiil méréssel nyerhetjiik ki a fazist kozelit értéket.

A kovetkez6kben ennek a becslésnek a pontossagat szeretnénk meghatarozni — [ fiigg-
vényében. Legyen 0 < p < i a kozelités hibakorlatja, e > 0 tetszGlegesen kicsi valés szam,
valamint

1
o= O (pe) .

Most probéaljunk meg fels6 becslést adni a hiba valoszintségére, tehat azon ¢; egytitt-
hatok hossznégyzetosszegére, melyekre & és a eltérése az adott p hibahataron kiviil esik,
azaz adjunk fels6 korlatot a

2
Z ¢
i¢J

Osszegre, ahol J = {j . |4

2l
ményt kevesebb mint

— a‘ < u}. Megmutathato, hogy mérés utan ilyen hibas ered-
1
p2!

valoszintiséggel kaphatunk, ahol ¢; € R egy alkalmas konstans. Felhasznalva az [-re vonat-
koz6 megszoritast tovabb pontosithatjuk a becslésiinket:

a

1
Y leiP<a-—0(ue)=0(e).
ig7 H
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Vagyis a hibas mérések Gsszvaldsziniisége praktikusan elhanyagolhato, igy a mérés e
kozelitéssel a kivant eredményt szolgéltatja:

2l—1
PRY ¢li)me®) cli).
=0 jed

Mindez azt jelenti, hogy barmilyen fazis tetszGleges pontossaggal kozelithetd a fenti
kvantumalgoritmus segitségével.
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16. fejezet

Perioduskeresés - részletes megoldas

A 2011 mdjus 3-iki eldadds alapjdn készitette Glavosits Tamds

Tegyiik fel, hogy adott egy f : Z — {0,1}¢ fiiggvény, amely periodikus valamilyen
P periddussal. Az f fliggvény ordkulummal adott. Ebben a fejezetben ismertetiink egy
algoritmust az f fiiggvény ismeretlen P periddusanak meghatarozasara. Ez az algoritmus
alkalmazhato egy szam faktorizalasa soran, amikor egy a redukalt maradék multiplikativ
rendjét kell meghataroznunk.

16.1. Lanctortek

Mivel a bemutatasra keriilo algoritmusban hasznalni fogjuk a valds szamok lanctortekkel

Elso 1épésben megmutatjuk, hogy hogy barmely racionélis szam euklideszi algoritmus
segitségével véges lanctortbe fejtheto. Az euklideszi algoritmus a maradékos osztéas fo-
galméra épiil. Ismert szamelméleti tétel alapjan barmely a és b pozitiv egész szédmokhoz
egyértelmiien léteznek olyan ¢ és r nemnegativ egészek, melyekkel

a=bq+r, tovabba 0<r<hb.

Az a-t ostandonak, a b-t osztonak, a ¢-t hanyadosnak, az r-et maradéknak neezziik. A ¢
hanyados és az r maradék példaul az alabbi médon hatarozhatoé meg:

q = max{z € Z|a — bz > 0} és r=a—bq.

Az (a,b) pozitiv egészekbdl 4ll6 elemparon végrehajtott euklideszi algoritmus maradékos
osztasoknak egy olyan sorozata, melynek elso tagjaban az osztando6 az a és az osztd a b,
majd az ezt koveto tagokban az osztando6 szerepét atveszi a megelozo maradéos osztasban
kapott 0szt0, és az 0szt6 szerepét atveszi a megelozo maradékos osztasban kapott maradék.
Az eljarast mindaddig ismételjiik, ameddig zérus maradékot nem kapunk. Nyilvanvalo,
hogy az algoritmus véges 1épésben véget ér és az utdlsod, zérustol kiilonbozo maradék, a
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kiindulasul valasztott a és b pozitiv egészek legnagyobb kozos osztdja. Ugyanez képletekkel
felirva:

a =bgqo + 7o (0 <rg < b)
b:TQQ1+T1 (0<T1<7’0)
To =T1q2 + T2 (0 <ry <)
Th—2 =Tp—1qk + Tk (0 <rg < 71g—1)
T'n—2 =Tn—14n + Ty (0 <Tn < Tn—l)

Tn—1 =Qn+1Tn
A kapott euklideszi algoritmusbol sorr6l sorra haladva egyszeriu szamolassal kapjuk az
7 € Q lanctort alakjat:

a o 1 1 1
;T =t =G 7= o+ -
— Q1+_ + —
To To N 7
™
1
©=qo + 1
¢+
1
Gn + .
Qn+1

Definidljuk a g : ZT x Z* — Q fiiggvényt az alabbi modon:
1 +
g(.l’,y>:£€+§ (.f?yEZ )7

és a g fiiggvény segitségével rekurioval definialjuk az Fj, : Z¥ — Q fiiggvényeket az alabbi
modon:

Fo(z) =2

Fn(-rla s 7$n7$n+1) = Fn71<x1a cee 7$n717g<xna anrl)) (77/ = 17 27 s .. )

Ekkor tetszoleges § € Q szambol kiindulva képezhetjiik az euklideszi algoritmus soran

fellépo qo, q1, - - - hadnyadosok illetve a fenti Fg, Fy, ... fliggvények segitségével az
LT(%k) = Fk(QO’ qi,- - - ,Qk)

raciondlis szamokat, melyeket a kiindulasul vélasztott ¢ racioinali szam k-adik lanctort-
konvergensének nevezziik (kK =0,1,2,...). Vilagos, hogyha az euklideszi algoritmus utolso
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0-t6l kiilonb6zo maradéka r,, akkor az n + 1-edik lanctortkonvergens visszaadja az eredeti
7 racionalis szamot.

Erdemes észrevenni, hogy a lanctértkonvergensek feirdsdhoz csak az euklideszi algorit-
mus végrehajrasa soran fellépo hanyadosok (g,) sorozatara van sziikségiink. Ez a sorozat
konnyen megkaphato maradékos osztasok helyett az alsd egészrész fiiggvény (|-]) illetve a
tortrészfiiggvény ({-}) alkalmazasaval. Most a (g, r,,) sorozat helyett egy (g,, s,) sorozatot
definidlunk rekurzioval.

go =max{q € Zla—bg >0}, ro=a—bgp =

R T
_ = — — | — Sy = — = —
b b q0 do b7 0 b b’
q =max{q € Z|b—roqg =20}, 1 =b—roq1 =
1 b Ty 1 r1 1
> —=—=—4q@ = @q=|"|, Si1=_—"=97(;
S0 To To L S0 | To S0

¢ =max{q € Z|ro —rig =0}, r=ro—rigx =

1 To 9 1 T9 1
= —=—=—*4¢@ = @Q=|—|, S2= =97,
S1 1 1 S1 | ™1

letve altalanosan:

qr =max{q € Z|rg_o — 1419 = 0}, 1 =Tp_2 — T =

1 Tk—2 TL 1 Tk 1
= = = +q = @G=|—|,S%k=—"=49— -
Sk—1 Tk—1 Tk—1 Sk—1 Tk—1 Sk—1

Mivel a kapott (g,) és (s,) sorozatok az § hanyados fiiggvényei, igy a modszer az ¢ po-
zitiv raciondalis szam helyett tetszoleges x pozitiv irraciondlis szadm esetén is alkalmazhato.

Roéviden Osszefoglalva, kiindulunk egy x pozitiv irraciondlis szambol, majd képezziik a
(gn) illetve (s,) sorozatokat az alabbi rekurzidval:

q0 :LxJ; So = {x}v

1 1
ka{—J, Sk:{_} (k=1,2,...).
Sk—1 Sk—1

Ekkor a racionalis esettel analog modon kapott

LTW = Frlqo, q1, - - - q1)

racionalis szamot az x pozitiv valos szam k-adik lanctortkonvergensének nevezziik (k =
0,1,2,...).

Irraciondlis szamok raciondlis szamokkal torténo approximacioja soran adott nevezoig
a legjobb kozelitést a lanctortkonvergensek szolgaltatjak. Felvaltva alulrol illetve feliilrol
kozelitik a szamot, mikozben a kiilonbség (és igy a hiba) exponencialisan cskken.
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16.2. Periéduskeresés sajatérték-becsléssel

A most bemutatasra keriilo algoritmus nem Shor eredeti algoritmusa, hanem egy késobbi
javitott valtozat, amely a sajatértékbecslést is felhasznélja.

Most ismertetjiik az algoritmust. Legyen N’ a sejtett periddushoz képest nagy pozitiv
egész, N pedig egy olyan 2 hatvany, amelyre

1 1
VN N
(A modszer szépséghibaja éppen ebben rejlik, mivel jelenleg csak 3, 4, 5, (egyes hirek szerint
7, s6t 9) bites gépeket tudunk kezelni, azonban titkosiras megfejtéséhez az alkalmazott

primszamok nagysagrendje miatt 500-1000 bites gépre lenne sziikség.) Kiszamoljuk az
alabbi uniform szuperpoziciét,majd alkalmazunk egy becslést:

d

W[K;N/Pﬁ > | f(x) >~ \/—NK;MW > | f(z) >

A > jel tetején lathato kis OJ azt jelenti, hogy az Osszegzés az ismeretlen P szam N’-nél
kisebb tobbszorosei koziil a legnagyobbnal véget ér. A kapott allapottal dolgozunk tovabb.
A két allapot tavolsaga (azaz a hiba) mindvégig megorzodik. Megmeérjilk az f-et és azt
kapjuk, hogy az eredmény:

Tz

1
— |z + Px > .
0

=

T

ahol x( olyan, hogy f(z¢) éppen a mért érték. A mért értékkel a tovabbiakban nem foglal-
kozunk. Gondolatban alkalmazzuk a Fourier transzforméciot, melynek segitségével felirjuk
ezt az allapotot a T ciklikus shift paronként ortogonélis sajatvektorainak linearis kombi-
nacidjaként, azaz

o=z

|zg + Px >= chUy,

=0

—_
N

ahol
| Nl
U,=—= wIYj > .
Y N jgo 1J

Erdemes észrevenni, hogy ekkor U, a Ty ciklikus shift sajatvektora w? sajatértékkel, ugyanis

N-1 N-1
1 , , 1 (i .
T, = Vi E wTy|j >= wy—N E w 0I5 41 >=w¥T,.
=0 \ =0
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A ¢, egyiitthatok Fourier transzformécio segitségével hatarozhatok meg az alabbi moédon:

1 1 wy*o
C = wy(mo—i-Pz § wsz

NERAR=te I

azaz ¢, egy mértani sor konstansszorosanak %—edik részletosszegeként hatdrozhatd meg.
A részletdsszeg kiszamitasa kozben figyelni kell, hogy a mértani sor quotiense w¥f nem
egyenlo, illetve egyenlo 1-gyel. Ennek a két esetnek megfeleloen kapjuk, hogy a részletosszeg

pN
w'P —1 P
N P 1 =0 haw" #1
wyP:z:
=0 N
— ¢bként.
iz egyébkén
Amibol kapjuk, hogy
0 ha, w¥? £ 1
|ey| = yrol 1 N 1
[ egyébként,

\/gTNF:ﬁ

ami dszhangban van azzal a ténnyel, hogy > |¢,|? = 1, mivel ¢, pontosan azokra az y-okra
nem tinik el, amelyek %—nek tobbszorosei, és pontsan P szamu ilyen y van. Tehat

1 N
—— ha, ytobbszorose —-nek
vp Y P

|Cy| =

0 egyébként,

Az U,-ok sajatvektorok, igy alkalmazhatjuk a sajatértékbecslést. Az algoritmus kévetkezo
lépése legyen a kovetkezo:

chUy|0 > chUy|zy >

ahol z, az ¥ tort egy jo bindris kozelitése. Ugyanis az U, sajatvektor sajatértéke

27

WY =eNY = 2N,

Ekkor bevetiink még egy triikkkot a z, szamitasara. (Ez egy klasszikus szamitas.)
— chUy\LTy >,
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ahol LT, jeloli a z, legjobb lanctértkonvergensét legfeljebb N’ nevezovel. (Ha z, nagyon
kézel van £-hez, akkor O(log(NN)) lépésben megkapjuk ¥-et.)

Alkalmazunk egy mérést. Az % tobbszordseire egyenletes valoszintiséggel & redukalt
alakot kapjuk, azaz

N N Y a
= Q— _—= —,
Y= NP
Tehat valojaban % (a = 0,1,..., P — 1) alaki torteket kapunk egyforma valoszintséggel.

Ebbol @ valoszintséggel a redukalt alak nevezoje megmarad P-nek. Itt most ¢ az Euler-
féle ¢ fiiggvényt jeloli, mely definicio szerint a 0,1,... P — 1 sorozatban a P-hez relativ
primek szamat jeloli, tovabba

=a(i-2)-1-3)

tetszoleges pozitiv n esetén, ahol py,...pr az n pozitiv egész Osszes kiilonbozo primosztoi.
[smert szamelméleti tétel alapjan

6P e
P log log P

azaz O(loglog P)lépést elvégezve legalabb 1-szer a nevezd tényleg P.
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